Murat Ruzgar Poyraz

Lineer Cebir ve Uygulamalari



Onsoz

Lineer Cebire hog geldiniz. Adi tistiinde bir “cebir” kitabi okumaktasiniz. Fakat kitap
icerigi, yeni baglayanlarin da anlayacag: sekilde olmali. Bunu ne kadar yapabilmisimdir
bilmiyorum. Herkesin her geyi anlama yontemi ayni degil ya! Bu notlarda garip
sembollerden kacinmaya calisarak daha gelenekselci sembollerle ilerleyecegiz. Ornegin,
“+” bu bizim toplama semboltiimiiz. Bu degil “T”. Her nasil 3 T 4 = 7 degil de

3 + 4 = 7 yaziyorsak biz de onu yapacagiz. Cebir konular1 soyut kavramlardan olugur.
Bunu ne kadar somut hale getirebiliriz? Onu pek bilemiyorum. Olabildigince
uygulama yazmak istedim. Sorarsiniz ya; bunlar ne igimize yarayacak diye! Heh! O
yiizden bol bol teori ve uygulama goreceksiniz. Iyi okumalar.

Ufak Bir Not: Bazi altboliimlerin egzersizleri yok. Bu notlar giincellendiginde daha
fazla egzersiz eklenecektir.
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1 Giris
1.1 Vektorler

Lineer cebirin caligacagi konulardan biri vektorlerdir. Daha dogrusu, “vektoér uzayi”
seklinde adlandiracagimiz nesneler ve bu nesnelerin aralarindaki iligkidir. Cok soyut
geldiginin farkindayim. Bunu somutlagtiralim: Boyut ve vektor kavramini anlamaya
calisalim. Bir boyutlu uzay deyince ne anliyorsunuz? Diimdiiz bir ¢izgi... Bir boyutlu
uzaylar bazen akla ilk geldigi gibi bir dogrudan olusur, bazen de sadece iki noktadan.
Biz simdilik dogru tizerinde hareket edebildigimiz bir senaryoyu diigtinelim. Diiz bir ¢izgi
tizerinde sadece ileri ve geri hareket edebiliyoruz.

Yapabileceklerimizi diigiinelim, 6rnegin 5 birim ileri hareket edebiliriz. Bulundugumuz
yerden 3 birim daha ileri gidersek baglangi¢c noktamizdan 8 birim ileri gitmis oluruz.

=1 ]

Sekil 1: Dogru tizerinde 5 + 3 birimlik hareket
Iste bu! Artik uzayimizda toplama yapabiliyoruz. Bunu tarif etmek i¢gin 3 + 5 = 8
gosterimini kullanacagiz. Eger dogru tizerinde 5 birim ileri ve 5 birim geri gitseydik bunu
5 + —b olarak gosterecektik. Tahmin ettiginiz tizere bu, sifir birimlik bir harekete denk
geliyor.

A u B
0 1 2 3 4 5
E C

Sekil 2: Sifir birimlik hareket: 5 gidis ve 5 gelis

Bakalim elimizde neler var:

1. “a” birimlik oteleme ic¢in a gibi bir gosterim kullandik. Eger ters yonii ifade etmek
istiyorsak —a gibi bir notasyon tercih ettik.



_>
2. a birim ve —a birim gitmek birbirini soéniimlendiriyor, yani a+ ~0=0 oluyor.

3. Tahmin edildigi ﬁz%e sifir birim hareket etmek hi¢ hareket etmemek anlamina
geliyor. Yani, a4+ 0="1.

Buradaki olas1 tiim hareketleri bir kiimeye toplayalim:
X={..3147071,7, ..}

Bu kiimeye vektor uzayi ismini verecegiz. Vektor uzaylar: her zaman somutlagtirilabilen
seyler degillerdir. Simdilik diiz bir dogru tizerinde hareket hayal ettik. Bu hareketi bir
iki boyutlu, ya da ii¢ boyutlu bir uzayda da yapabilirdik. ki boyutlu bir uzayda genelde
her vektoriin yatay ve dikey bilegeni vardir ve su sekilde goriiniirler: Yani A noktasindan

0.5

Sekil 3: Iki boyutlu bir vektor

B noktasina giden bir yer degistirmeyi, A’dan 6énce C’ye yatay bir bigimde ve sonrasinda
C’den B’ye dikey bir gekilde gosterebilirdik. Yani u vektortinii v + w seklinde yazardik.
Vektoriin dikey uzunlugu a ve yatay uzunlugu b olmak tizere bu vektorii (a,b) seklinde
gosterelim. Toplama igleminin matematikge (a,b) = (a,0)+(0,b) olarak gostermis olduk.
Boylece vektorler tizerinde yine bir toplama iglemimiz olmus oldu.

Biz bu hareketi diizlemde yaptik yapmasima ama bir ¢ember veya kiire iistiinede
de yapabilirdik ya da tamamen rastgele verilmis bir f(z) : R — R siirekli fonksiyonu
tizerinde de yapabilirdik. Hatta vektor uzayr dedigimiz gey belirli “oklarin” olustur-
dugu bir kiime bile olmak zorunda degil. Bu acidan bakildiginda vektorleri ok olarak
gormek hatali bir tanim olur. O yiizden olabildigince genel bir vektér uzayr tanimi
yapacagiz. Gerekirse olabildigince soyutlayacagiz kendimizi. Sonugta hemen hemen
hepimiz toplama yapmay1 elma sayarak ogrendik fakat ileri seviyelerde toplama iglemini
“elma” saymaktan ¢ikarip kagit iistiinde yapmaya bagladik. Vektor uzaylarini da oyle
diigintin. Her ne kadar oklar iizerinden bir sezgi kazandirmaya caligsak da calistigimiz
her sey soyut olacak. Buna cebirin temel kavramlarini 6grenmekle baslayacagiz. Bir



onceki sayfada siralanmis ti¢ maddeyi saglayan kiimeler cebirde 6zel bir isim alir. Bu
kiimelere bir sonraki altboliimde deginiyoruz.

1.2 Gruplar

Bostan farkli bir G kiimesi alalim. Ayrica * : G x G — G bir fonksiyon alalim. Bu
fonksiyona bir ikili iglem adi verilir ve *(a,b) yerine, agina oldugumuz tizere, a x b
yazilir. Ornegin, +(2,2) = 4 yazmiyoruz da 2 + 2 = 4 yaziyoruz. Eger (V,*) ikilisi
agsagidaki ozellikleri sagliyorsa:

e Her a,b,c € V igin (a *b) * ¢ = a % (b * ¢) oluyorsa (Yani iglemi hangi sirayla
yaptiginizin bir 6nemi yoksa. Bu 6zellige birlesme 6zelligi adi verilir),

o Oyle bir e € V vardir ki her @ € V icin e x a = a * e = a oluyorsa, yani kiimenin
bir etkisiz elemani varsa (bu elemana birim eleman da denir),

e Her a € V igin ax b = b a = e 6zelligini saglayan bir b € V varsa (ters elemanin
varligi),

(V, ) ikilisinin bir grup oldugu sdylenir. Ornegin; (Z,+), (Q — {0}, x), (Q,+) birer
grup Ornegidir. Bu kitap boyunca iglemimiz toplama olacak, o ylizden 4 semboliinii
kullanacagiz.

Onsav 1.2.1. Her grubun yalnizca bir etkisiz elemany vardar.

Kanat: G bir grup olsun ve iki tane etkisiz eleman alalim: x ve y. Bu durumda:
rt+y==x

olur, ¢iinkii y bir etkisiz elemandir. Aymi gekilde,
z+y=y

yazabiliriz. O halde
THy=z=y

olur. Sonug olarak x ve y egitmis. ]

Boyle bir énsav kanitlamak onemliydi. Ya iki tane etkisiz eleman olsaydi? Sifirin
ne 6nemi kalirdi. Ayrica sifirdan bagka etkisiz eleman olmadigina gore etkisiz eleman
deyince aklimiza rahatlikla 0 gelebilir. Bu soruyu ters elemanlar icin sormak istiyorum.
Herhangi bir a i¢in a + (—a) = 0 oldugunu biliyoruz. Peki, gruptan bagka bir b elemamn
icin @ + b = 0 olabilir mi? Olamaz! Kantlayalim.

Onsav 1.2.2. Bir gruptaki her elemann yalnizca bir tersi vardar.

Kanat: G bir grup, a € G, ayricab,c € Gigma+b=b+a=0vea+c=c+a=0
olsun. O halde
b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c

olur. Demek ki b = ¢. Bu da 6nsavimizi kanitlar. OJ



Eger gruplarin birlesme 6zelligi olmasaydi, ya da ters elemanlar arasinda degigsme
ozelligi olmasaydi bu 6nsav kanitlanamazdi. Ornegin, ikinci esitlikten ticiinciiye gecerken
birlesme 0Ozelligini kullandik. Bu 6nsav sayesinde a’'nin tersi dedigimizde aklimiza yal-
nizca —a gelecek. Tiim bunlarin yaninda gruplarda sadelestirme de yapabiliriz. Bunu
da kantlayalim.

Onsav 1.2.3. G bir grup olsun ve a,b € G olsun. a = b olur ancak ve ancak her ¢ € G
icin a + ¢ = b+ c ise.

Kanat: Herhangi bir ¢ € G i¢in a = b ise a + ¢ = b+ c oldugu acik. Bu, toplamanin iyi
tanimli olmasinin dogal bir sonucudur. Simdi a + ¢ = b + ¢ varsayimini yapalim. Simdi
birkag islem yapmamiz gerekiyor:

a=a-+0
+ (c+ (=¢))
= (a +¢) + (—¢)
=(b+c)+ (—c)
=b+ (c+ (—0))
=b+0
=b
Boylece a = b olmus oldu ve 6nsav kanitland. ]

Temel ama 6nemli son bir bilgi daha.

Onsav 1.2.4. Bir gruptaki her elemamn tersinin tersi kendisidir. Yani —(—a) = a
gegerlidir.

Kanat: Dikkat ediniz ki a+ (—a) = 0 ve —(—a)+ (—a) = 0 egitlikleri gegerlidir. Demek
ki hem a elemani hem de —(—a) eleman1 —a’'nin tersidir. Fakat gruplarda her elemanin
yalnizca bir tersi vardi, demek ki a = —(—a). O

Buraya kadar kanitladigimiz her seyi herhangi bir * islemi icin de yapabilirdik. Oyle
yapsak daha iyiydi ama bu kitapta buna pek ihtiyacimiz olmayacak. Bircok temel grup
teori kitab1 bu kamitlar1 yapar zaten. Vektorlere geri dénelim. Ornegin bir 7 vektoriini
diistinelim. Bizim ornegimizde, T+ 7 vektorii, 7 vektoriiniin temsil edebilecegi uzak-
ligin 2 katini temsil ediyor. Bu vektorii 2_Z>L‘ olarak yazabiliriz. Genel olarak a- 7 vektorti,
7 vektoriiniin a kat1 uzakligr temsil eder Eger a negatif ise, bunu ters yonde iglem gibi
diisiinebilirsiniz: 7+( 1)- 7= 7—|— —T = 0 yazabilirsiniz mesela. Bu gekilde bir vek-
tor ile bir katsaymnin carpilmasina skaler ile carpma adi verilir ve katsayilara skaler
denir. Tabii ki bu is bu kadar kolay olmayacak, skalerlerin nasil sayilar oldugunu da
bilmemiz gerekiyor. Bundan béyle V' kiimesi degismeli bir grup olsun, yani her a,b € V'
icin a + b = b+ a olsun.

Az Once elimizde tek bir iglem ve tek bir kiime vardi. Bu sefer elimizde iki iglem
olacak. Ornegin (Z, +, x) ve (Q, +, x) ficliilerini diigiinelim. Burada toplama ve carpma
adinda iki iglemimiz var. Ayrica, toplama ¢arpmaya dagilabiliyor. Yani bir X kiimesi
icin su ozellikler saglaniyor:



1. X, toplama altinda degismeli bir grup;

2. Her a,b,c € X igcin a x (b x ¢) = (a x b) X ¢;

3. Oyle bir 1 € X vardir ki her @ € X i¢cina x 1 =1 X a = a olsun;

4. Her a,b,ce X igmna x (b+c¢c)=axb+axcve (b+c)Xxa=bxa+cXa.
5. Her a,b € X icina xb=>5 x a.

Bu durumda Z ile Q arasindaki temel farklardan bir tanesi ise carpmaya gore ters 6zel-
liginin olup olmamasidir. Ornegin, tam sayilarda 1 ve -1 disindaki sayilarin carpimsal
tersi yoktur. Zira 2 € Z igin % diye bir carpimsal ters vardir fakat bu say1 tam sayi
olmadigindan tam sayilar kiimesinde 2 sayisinin bir ¢arpimsal tersi oldugundan s6z ede-
meyiz. Fakat bu durum rasyonel sayilar i¢in farklidir. Rasyonel sayilarda sifir hari¢ her
sayimin ¢arpimsal bir tersi vardir. Yani,

VgeQ—-{0},IpecQpxg=gxp=1)

ozelligi saglanir. Bu son 6zellikle birlikte demin saydigimiz dort 6zelligi saglayan (X, +, )
ticliilerine cisim adi verilir. Skaler dedigimiz sayilar ise cisim elemanlaridir. En temel
cisimler rasyonel sayilar (Q), reel sayilar (R) ve karmasgik sayilardir (C). Bu kitapta
islenilen ¢ogu vektor uzayi, skalerleri bunlar olan uzaylar olacaktir.

Vektor uzaylaria gecmeden énce bariz birkac not birakmak istiyorum. Ornegin F
bir cisim olsun. O halde F' — {0} kiimesi ¢arpma altinda degigmeli bir gruptur. O halde
baz1 6zellikler bedavadan geliyor. Onsav 1.2.1, Onsav 1.2.2, Onsav 1.2.3 ve Onsav 1.2.4
sonuglariin her birinde + yerine x ve 0 yerine 1 yazdiginizda yine gegerli oluyor. Yani
cisimlerin ¢arpmaya gore tek bir elemani vardir, her elemaninin carpmaya gore tek bir
tersi vardir, cisimlerde garpmaya gore (0 harig) sadelegtirme yapabiliriz.

Egzersizler

Egzersiz 1.2.1. (Z,+), (Q — {0}, x), (Q, +) tkililerinin gercekten de bir grup olduguna
emin oldun. (Q, x) dkilisinin bir grup olup olmadigine arastirin.

Egzersiz 1.2.2. Her cisimde, ab = 0 olmasinin gerek ve yeter kosulunun a = 0 veya
b =0 olmasini kanitlayin.

Egzersiz 1.2.3. F ={f:R — R|Vx € R(f(x) # 0)}U{f(x) = 0} kimesinin bir cisim
oldugunu gosterin.

Egzersiz 1.2.4. Dogal saylar (N) kimesinin ¢arpma veya toplamaya gore neden bir
grup olamayacaginy agiklayin.

Egzersiz 1.2.5. Bir grupta x x x = x egitligini saglayan yalnizca bir eleman oldugunu
gosterin.



Egzersiz 1.2.6. X bostan farkly herhangi bir kiime olsun.
Sym(X) :={f: X — X | f birebir ve orten}

seklinde tamimlanan kimenin fonksiyon bileskesi islemi altinda bir grup oldugunu gés-
terin.

Egzersiz 1.2.7. (G1,%1), ..., (Gp, *,) ikilileri birer grup olsun. O halde

(gla 7gn) * (hla 7hn> = (gl *1 hla <oy Gn *n hn)

tzerinde iglemi tammlanan G = G1 X ... X G, kartezyen carpym kimesi i¢in (G, %) bir
gruptur. Kanitlayn.

Egzersiz 1.2.8. 1> = —1 olmak tizere {1, —1,1,—i} kiimesinin carpma altinda bir grup
oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 1.2.9. Kartezyen dizlemde bir (x,y) noktasini pozitif yonde 6 radyanhk bir
agryla dondirince (x cos — ysin€, xsin@ + ycos ) noktasy elde edilir.
Ry : R? — R? fonksiyonu,

Ry(z,y) = (xcosh —ysinf, xsinb + ycosf)

kuraly ile verilsin. {Rg : 0 < 0 < 27} kimesinin fonksiyon bileskesi altinda degismeli bir
grup oldugunu gosterin.

Egzersiz 1.2.10. Bir metro hatti distinelim ve hattin 16 istasyonu olsun. Bu metro
hattinin istasyonlaring

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

olarak gosterelim. Metro hattimiz ring calisiyor, yani son duraklarda indirme-bindirme
yapmadan geri déniiyor olsun. Ornegin 14 numaral duraktan 4 istasyon ileri giderse
bunu 14 — 15 — 14 — 13 — 12 seklinde gosteririz. Iki duradi bu sekilde isleme sokalvm.
Bu sekilde x,y birer duraksa x + y duragini, x’ten y kadar ileri gidince denk gelen
durak olarak tamimlayalim. Bu islem altinda istasyonlar kimesinin bir grup oldugunu
kanaitlayin.

Egzersiz 1.2.11. X sifirdan farkl bir reel sayn olmak ve 22 = N2 ile y?> = \? esitliklerinin
aynt anda saglanmamast tizere reel sayilar tizerinde asagidaki islem tanimlansin:

Ty
1+ 34

T *x1y

Reel saylar kimesinin bu islem altinda bir grup oldugunu kanitlayin.



1.3 Vektor Uzaylan

Toplama altinda degismeli bir V' grubu alalim. F' bir cisim olsun. Bir - : F x V — V
fonksiyonu alahm. -(a,v) yerine a - v, hatta ¢ogu zaman av yazacagiz. Eger:

1. Hera,be FveueVigina- (b-u) = (ab) - u,

2. Hera,b€ FveueVign (a+b)-u=a-u+b-u,
3. Hrae Fveu,v e Figma-(u+v)=(a-u+a-v),
4. 1€ Figinl-v=vw

ozellikleri saglaniyorsa, (V. F,+,-) dortliistine bir vektor uzayi denir. Bazen vektor
uzay1 yerine yalniza uzay diyecegiz. Uzaylara érnek olarak hemen aklimiza ilk verdigimiz
ornek olan say1 dogrusu gelebilir. R kiimesi, skalerleri yine R’den olan bir vektor uzayidir.
Bildigimiz toplama ve carpma islemleri gecerlidir. Bu uzay1 iki boyutlu olan R? icin su
ikili iglemlerle birlikte diigiinebiliriz:

« Her (a,b), (¢,d) € Rigin (a,b)+ (¢,d) := (a+ ¢, b+ d),
« Her (a,b) € R? ve z € R igin z - (a,b) = (za, xb).

Toplama iglemi altinda R? kiimesi, birim eleman (0,0) olan bir gruptur. Herhangi bir
(z,y) € R alacak olursamiz, (z,y) + (0,0) = (z + 0,y + 0) = (z,y) olacaktir. Yani
(0,0) eleman: gergekten de birim elemandir. Ters elemani gormek de oldukca kolaydir.
Ornegin (x,y) + (—z, —y) = (0,0) yazabiliriz. Bunlar olduk¢a temel olgulardir. Hatta
bunun genel halini kanitlamay1 deneyelim.

Egzersiz 1.3.1. F' bir cisim olsun. Asaqida tanimlanan toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore F™ kiimesi F' tizerinde bir vektor uzayidir:

o Toplama: (a1, as,...,a,), (b1, bay....;b,) € F™ igin (ay,aq, ...,a,) + (b1, by, ... by) =
(a1 + b, a2 + by, ..., an + by),

o Skalerle Carpma: ¢ € F ve (ay, as, ...,an) € F" i¢inc-(ay, ag, ..., a,) = (cay, cag, ..., cay,).

Kanitr okura birakilmastir. Bu islemlerin, vektor uzay tanvmandaki ozellikleri saglayip
saglamadigine kontrol etmeniz yeterli olacaktir.

Teorem 1.3.1. V kiimesi, F Jizerinde bir vektor uzayn olsun. Asaqidaki ozellikler
saglanar:

i. Vektorlerde toplamaya gore yalmizea bir etkisiz eleman (ya da birim eleman) vardr.
Bu vektore sifar vektorii denir.

11. Her vektorin toplamaya gore yalnizea bir tersi vardir.

110 0_)6 F' ve herhangi bir v € V' vektori i¢in 0-v = 6) olur. Burada 0 bir skaler iken
0 bir vektordiir.

10



s - =
w. Herhangi bir a € F skaleri ve 0 € V' wvektori i¢in, a- 0 = 0 olur.

v. Herv eV igin —v=(—1)-v olur.

Kanat: Birinci ve ikinci énermeler, sirasiyla Onsav 1.2.1°in ve Onsav 1.2.2nin direkt
olarak sonucudur. Uciincii énermeyi kanitlayalim:

0-v=(04+0)-v=0-v+0-w.

Boylece 0-v = 0-v+40-v buluruz. Bunu yeniden 0-1}—}—6> = 0-v+0-v olarak diizenleyelim,
nasil olsa 0, V'nin etkisiz bir eleman1 ve sol taraftaki toplamaya etki etmiyor. Onsav
1.3 yardimiyla sadelestirme yapabiliriz. Béylece 0 = 0 - v buluruz.
Simdi dordiincii 6nermeyi kanitlayalim.
a-0=a- (6) + ﬁ)

e . o . — —
yazabiliriz. Ayni sekilde dagitma ve sadelegtirme yaparak 0 = a- 0 buluruz.
Son olarak —v = (—1)v kanitin1 yapalim. Skalerle garpmanin dagilma 6zelliklerini kul-

lanarak ve yukarida kanitladiklarimizdan 6tiri

(—1)~v—|—v:v-(—1+1):v~0:6>

elde ederiz. Bu da —v = (—1)v oldugunu kamtlar. O

Tahmin edildigi tizere, sifir skaleri ve sifir vektorleri skalerle carpmaya gore yutan

elemanlardir. Vektor uzaylarinda bir ¢carpimin sonucunun sifir olmasi igin iki bilegenden
birinin sifir olmasi gerekir. Diyelim 0 #a € F'vev € V i¢in a-v = 0 saglaniyor. F' bir
msnn oldu §undan ve a sifirdan farkli oldugundan carpmaya gore bir tersi var. O halde
T =a'0=0a" (a-v) = (a"ta) v =1-v = v yazabiliriz. Fakat bu da bize v = K
esitligini verir. Bu da demek oluyor ki a - v = 0 ise ya a = 0 olmali, degilse de v = 6)
olmali.
Biz vektor uzaylarina érnek vermeye devam edelim. Su ana kadar R™ ve C" 6rneklerini
verdik. Eger bir uzayin skalerleri reel sayilar ise o uzaya reel vektor uzayi, karmagk
sayilar ise karmagik vektor uzayi1 denir. Biz hep vektorleri birer yon belirten ve
tizerinde toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri yapilabilen nesneler olarak hayal ettik.
Fakat vektorleri o sekilde genellemedik. Ornegin;

C10,1] = {f:[0,1] —» R | f stirekli bir fonksiyon}

kiimesini diigiinelim. Fonksiyon toplamay1 biliyorsunuzdur. f(z) ve g(z) reel tanimh
fonksiyon iki ise f(z)+g(z) = (f +g)(z) olarak yazariz. Bu, C[0, 1] kiimesi tizerinde bir
ikili iglem verir. Zira iki stirekli fonksiyonun toplami yine siireklidir. Dolayisiyla toplama
islemi C'[0, 1] tizerinde kapahdir. Bir iglemin bir kiime tizerinde kapali olmas1 demek, o
islemin o kiime tizerinde ikili islem olmasi demektir. Yani a,b o kiimeden iki elemansa
a x b de o kiimenin bir elemanidir. Ayrica bir a reel sayisi i¢in a - f(z) fonksiyonu da
siireklidir. Yani f siirekli ise —f de siireklidir. Sabit sifir fonksiyonu, toplamaya gore
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birim eleman olup o da siireklidir. Yani C[0, 1] bir reel vektor uzayidir. Aligilagelmigin
diginda olarak bu uzay 6yle oklardan falan degil, fonksiyonlardan olugmaktadir.

Bunu genellegtirebiliriz. .S bir kiime ve F' bir cisim olsun. Func(S, F') kiimesi, S’den F’ye
giden fonksiyonlar kiimesi olsun. Toplama ve skalerle carpma iglemleri s6yle tanimlansin:

. Herac S icin (f + g)(a) = f(a) + gla)
e« Herae Svem e Ficin (mf)(a) =m- f(a)

Dikkat ederseniz S herhangi bir kiime ve tizerinde herhangi bir toplama veya ¢arpma
tanimlanmamis. Fakat F' iizerinde bu islemler var ve her ne kadar a ile b elemanlarini
toplayamasak da f(a) ile f(b) elemanlarim toplayabiliriz. Tammlamalar da ona gore
verilmig durumda. Simdi tek tek Func(S,F') kiimesinin 6nce bir grup, sonra da F'
tizerinde bir vektor uzayr oldugunu gosterelim. Bundan béyle “-” isaretini kullanmadan
a - b yerine ab yazacagiz.

o f(a) ve g(a) fonksiyonlari, Func(S, F')’de olsun. O halde her a € S igin f(a) +
g(a) € F olmahdir, zira F' bir cisim oldugundan elemanlar1 toplama altinda ka-
palidir. O halde (f + g)(a) fonksiyonu da S’den F’ye giden bir fonksiyondur.
Dolayisiyla Func(S, F') kiimesi toplama altinda kapalidir.

e Her a € S igin 0(a) = 0 olacak gekilde bir fonksiyon tanimlayalim. Herhangi bir
f € Func(S, F) i¢gin (f+0)(a) = f(a) +0(a) = f(a) + 0 = f(a) olur. Aynis1 (0 +
f)(a) fonksiyonu i¢in de gegerlidir. O halde sabit sifir fonksiyonu, Func(S, F')'nin
birim elemanidir.

e Her f € Func(S,F) igin g(a) = —f(a) olsun. Bunu rahatlikla tanimlayabiliriz,
zira F' bir cisim oldugundan her f(a) elemannin mutlaka bir — f(a) seklinde topla-
maya gore bir tersi olmali. O halde her a € S i¢in (f + g)(a) = f(a) + g(a) =
f(a)— f(a) = 0 = 0(a) yazabiliriz. Demek ki her fonksiyonun toplamaya gére tersi
var.

o Her cisim toplama ve ¢arpma altinda degismelidir. O halde her a € S i¢in (f +
g9)(a) = f(a)+ g(a) = g(a) + f(a) = (9 + f)(a) yazabiliriz. Demek ki Func(S, F)
de degismeliymis.

e« Herae Sigin1- f(a) = f(a) oldugu bariz.

o Her cisimde dagilma 6zelligi oldugunu gérmiistitk. O halde m € F igin m(f +
9)(a) = m(f(a) + g(a)) = mf(a) + mg(a) = (mf 4+ mg)(a) olur.

o Aymi sekilde m,n € F igin (m +n)f(a) = (mf + nf)(a) yazilabilir.

o Her cisimde garpmaya gore birlesme 06zelligi oldugundan m,n € F ve f(a) €
Func(S, F) i¢gin m(nf(a)) = (mn) f(a) yazabiliriz.

Béylece Func(S, F)'nin, F' tizerinde bir vektor uzay1 oldugunu goérmiig olduk. Hem
de madde madde kanitlayarak vektor uzayi aksiyomlarimi da pekigtirmis olduk.
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1.4 Altuzaylar

Altuzay kavrami sizin de tahmin edebileceginiz iizere bir vektor uzaymin altkiimesi
olarak ayni iglemler altinda bir vektor uzay1 belirten kiimelerdir.

Tanim. V' bir vektor uzays ve U C V' bostan farkly olsun. Eger U, V nin islemleri
altinda kendi bagina bir vektor uzayr ise U 'ya V 'nin altuzayr denir.

Onsav 1.4.1. Bir uzayn altuzay olmasi icin gerek ve yeter sart o uzaywn bostan farkh,
toplama ve skalerle carpma altinda kapal bir altkiime olmasidar.

Kanat: V bir vektor uzayi olmak tizere ) £ U C V olsun. Eger U bir altuzay ise islemler
altinda kapalilik bariz. Diger yonii kanitlayalim. Bogtan farkli oldugundan en az bir
x € U eleman: vardir. U skalerle garpma altinda kapal oldugundan (—1)z = —x € U
olur. O halde U’daki her elemanin tersi yine U’dadir. Ayrica U toplama altinda kapali
oldugundan z + (—z) = 0 € U yazabiliriz. V’nin her elemam dagilma ve birlegme
ozelliklerini sagladigindan U’daki elemanlar da saglar. O halde U bir vektor uzayidir.
U C V oldugundan U, V'nin altuzayidir. ]

Teorem 1.4.1. V', F' cismi tizerinde bir vektor uzayr olsun. Bostan farkl bir U C V
icin asaqidaki onermeler esdegerdir.

i. U, V'nin bir altuzayidir.
1. Her u,v € U i¢cin u+v € U ve her a € F i¢in av € U olur.
1i. Her w,v € U ve a,b € F i¢cin au+bv € U olur.

Kanit1 Onsav 1.5.1’den direkt gelmektedir.
U ve W, V uzaymin iki altuzay1 olsun.

U+W: ={utw:uel weW}

tanimimi yapalim. U + W, V'nin bir altuzayidir. U + W kiimesinden v; = u; + wy ve
Vo = Uy + wy elemanlarini alalim o6yle ki u; € U ve w; € W olsun. O halde

U1 +U2 = (Ul +7JJ1) + (Ug +w2) = (Ul +U2) + (w1 +w2)

olur. Fakat U ve W altuzaylar oldugundan u; +uy € U ve wy +ws € W olur. Dolayisiyla
buradan vi+vy € U+W ¢ikar. Eger av bir skaler ve u+w € U+W ise a(u+w) = au+aw
olup yine a(u+w) € U+ W buluruz. Boylece U+ W, V'nin bir altuzayidir dersek yalan
olur_.> Zira U + W kﬁmeglin E(Q@tag farkli oldugunu gostermedik. O kolay, zira 6) elU
ve 0 € W oldugundan 0 = 0 + 0 € U + W olur.

Eger UNW = {6)} ise U + W yerine U & W yazariz. Bu toplama U ile W
altuzaylarinin direkt toplamai ismi verilir. Direkt toplamlardaki elemanlar, toplama
bilegenlerinin tek tiirlii toplamiyla olugur. Nitekim eger v +w = v’ +w' € U & W ise
(u—u')+ (w—w) = 0 yazabiliriz. Boylece u — v’ = w’ — w buluruz. Esitligin sag
tarafi W nun elemani oldugundan sol taraf da odyledir. O halde v —u' € U NW olur.
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Fakat UNW = {ﬁ} oldugundan u —u’ = T olmalidir. Bu da u = o' demektir. Baylece
6> = u—u = w — w elde ederiz. Fakat bu aynm1 zamanda, ayn1 mantikla w’ = w
demektir. O halde U @& W’nun elemanlari, U ve W elemanlarinin toplami cinsinden tek
turli yazilir.

W
A

T=1u+uw
— — >U
0 u

Sekil 4: U @ W uzaymin gorsellegtirilmesi.

U ve W uzaylarinin direkt toplami olmasi demek, iki uzayin kesigen tek elemaninin
ﬁ olmasi demekti, bunu biliyoruz. O halde U ve W elemanlarini bir kartezyen diizlem
seklinde ifade edebiliriz. Orjin, tek bir kesisim noktasindan olusuyor ve bu uzay tizerinde
herhangi bir v vektorii, v = v + w seklinde tek tirlii yazliyor.

Herhangi bir v € V ve bir W altuzay1 alalim. v + W kiimesi, tahmin edildigi
tizere {v + w : Yw € W} olarak tamimlanir. Bu kiime, W uzaymin bir koseti olarak
adlandirilir. Kosetler arasinda toplama ve sklalerle carpma tanimlayabiliriz. Bu toplama
(v+ W)+ (u+ W)= (u+v)+ W olarak tanimlanir. Bir digtintin, v 4+ w; € v + W ve
u+wy € u+ W olsun. Bu ikisini toplayarak (v 4+ wy) + (u 4+ ws) = (u +v) + (wy + w2)
elde ederiz. w; + wo € W oldugundan esitligin sagindaki eleman u + v + W kosetinin
bir elemanidir.

Teorem 1.4.2. V wve U, f cismi dzerinde iki vektor uzayr olsun. 'V x U kimesi,
a-(v,u) = (o, au) skal_e>7" carpmast z'ie) ve (v, uy) + (ve, ug) = (v1+v2, Uy +uy) toplamase
ile verilsin. V.=V x {0} veU = {0} x U olsun. O halde V xU =V & U olur.

Bu teorem sayesinde V NU # () olsa bile U ve V kiimelerinin bir sekilde direkt
toplamini alabiliriz. Kanit1 okura egzersiz olarak birakilmigtir.
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Uy
() -+ IV d
i Ve
vy + W
U—#
vy + W ’
Vg
v+ W
w — > T
0

Sekil 5: Bir W uzayimnin kosetleri

Yukarida kosetlerin gorsel bir temsilini gorebilirsiniz. Yatay eksen, W ve elemanlarin-
dan oluguyor. Her bir elemanin dikey eksende belli bir yiikseklige 6telenmesi ile kosetler
olusuyor. Bir érnek verelim. R? uzaymi ele alahm. Burada U = {(0,y) : y € R}.
Oncelikle bu kiimenin bir altuzay oldugunu kanitlaym. Bu kiime,

{(0,0),(0,1),(0,2),(0,7),(0,5/2)...}

tiriinde sonsuz elemanlardan olugur. (1,0) + U koseti ise

(1,1),(1,2),(1,m),(1,5/2)
tiriindeki elemanlardan olugur.

Egzersiz 1.4.1. (5,—2) + U kosetinin elemanlarini yazin.

Eger vo — v, € W olursa v, +W = vy + W olduguna dikkat edin. Ornegin v € vy +W
olsun. Bu durumda bir w € W igin v = ve + w = vy + (v — v1) + w yazabiliriz.
(va —v1) +w € W oldugundan v € v; + W ederiz. Bu durumda vy + W C vy + W olur.
Durum simetrik oldugundan tersi de gecerlidir. O halde v; + W = vy + W olur. Bu
Onermenin tersi olan “v1 + W = vy + W ise v9 — v; € W olur.” 6nermesi de gecerlidir.
Kanit1 son derece basit olup okura birakilmigtir.

Onsav 1.4.2. a+W ve b+ W iki koset olsun. Bu durumda ya (a+W) N (b+W) =0
olur ya da a+W =b+ W olur.

Kanat: (a+W)N(b+W) # ) varsayimini yapalim. O halde bir v € a+WNb+W vardir.
O halde bazi wy,w, € W igin v = a + w; = b+ wy olur. Bu durumda a — b = wy — wy
bulunur. Sag taraf W uzayinin bir elemani oldugundan a —b € W olmahdir. Yukaridaki
hesaplarimizdan otiri a + W = b+ W elde ederiz. O
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Eger « bir skaler ise a(v+ W) = av+ W tanimim yapalim. Nitekim, v +w € v+ W
ise (v +w) = av+ aw € av + W olur. Boylece noktasal diigiintirsek bu tanimlar giizel
bir zemine oturmus olur. Tabii iyi tamimlhilik sikintilarimiz da var. Eger vy +W = vo4+W
ve ui+W = ug+Wise (v1+up)+W = (vg+us)+W oldugunu gostermemiz gerek. Fakar
biz vy — vy € W ve uy —uy € W oldugunu biliyoruz. O halde (vo — v1) + (ug —uy) € W
olmalidir. Boylece gerekli diizenlemeleri yaparak (vy + ug) — (ug + v1) € W oldugunu
gorebiliriz. Bu da demek oluyor ki vy +u; + W = vy +us + W. Boylece {u+W :u €V}
kiimesinin bir toplamasi ve bir skalerle carpmasi oldu. Bu kiimenin bir vektor uzayi
oldugunu gosterin.

Ozel olarak V/W = {u+ W : u € V} gosterimini yapacagiz. Bu 6zel uzaym ismi
boliim uzay: olarak geger.

Egzersizler

Egzersiz 1.4.2. V bir vektor uzay: ve U/ W C V' birer altuzay olsun. O halde U "W
kiimesinin de V 'nin bir altuzayr olup olmadigint gosterin.

Egzersiz 1.4.3. V bir vektor uzay, ve U/ W C V birer altuzay olsun. O halde U U W
kiimesinin de V 'nin bir altuzayr olup olmadiginy gosterin.

Egzersiz 1.4.4. f € Func(R,R) olmak tizere eger bir pozitif ¢ € R varsa dyle ki her x €
R i¢in f(x+c) = f(x) oluyorsa f’ye periyodik fonksiyon denir. Periyodik fonksiyonlarin
olusturdugu altkimenin Func(R,R) uzayimn bir altuzayr oldugunu gosteriniz.

Egzersiz 1.4.5. Karmasik saylarin ve reel sayilarin birer vektér uzayr oldugunu gor-
mistik. R C C iliskisini de biliyoruz. Peki R, C’nin bir altuzayr madir?
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2 Taban ve Boyut

2.1 Uretec Kiimesi

1 sayisi, tam sayilar kiimesi i¢in olduk¢a onemli bir elemandir. Zira herhangi bir tam
sayiyl 1 cinsinden ifade edebiliriz. Ornegin

S=1+1+1+1+1
yazabiliriz. Herhangi bir n € N i¢in
n=1+1+..+1
yazmak miimkiindiir. Eger n negatifse
n=-1-1—..-1

yazabiliriz. Birnevi, 1 sayisinin tam sayilari temsil ettigini soyleyebiliriz. Bu durumda
tam sayilarin 1 elemani tarafindan iretildigini séyleriz ve bunu (1) = Z olarak gosteririz.
Fakat bunu saglayan tek say1 1 degildir. Ornegin {5, 8} kiimesini ele alalim. Bu kiimenin
elemanlar1 ile biitiin tam sayilar1 temsil etmek miimkiindir. Bunu basit bir hile ile
saglayacagiz:

8+8—-5—-5—-5=1.

Bunu yeteri kadar tekrar ettigimizde her sayiy1 elde etmek mimkiindiir. Boylece 5 ve
8 sayilariin da tam sayilari tirettigini soyleyebiliriz. Yani (5,8) = Z yazilabilir. Bu
durumda herhangi bir n sayisi:

(2n)-8-4+(—=3n)-5=n

olarak ifade edilir. Bezout Onsavi yardimiyla bu durumu aralarinda asal iki p, ¢ tam say1
i¢in genellegtirebiliriz: (p,q) = Z yazabiliriz. Bezout Onsavi, tam sayilarmn iiretilmeleri
ile ilgili giicli bir ozellik verir.

Onsav 2.1.1 (Bezout). Sifirdan farkl birer a,b € Z alalim. EBOB(a,b) = d olsun.
Oyle x,y € 7 vardwr ki
ar +by =d

olur.

Bu onsava gore aralarinda asal iki p, ¢ sayisi i¢in 6yle m,n € Z olmali ki pm—+qn =1
saglansim. Bu durumda her k£ tam sayisini

(km)p + (kn)g = 1

olarak ifade edebilir, (p, q) = Z yazabiliriz. Hadi bu muhtegem 6nsavi kanitlayalim.
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Kanat: A = {ax + by : x,y € Z} kiimesini tamimlayalim. Bu kiime bogtan farkhidir,
hatta sonsuz eleman igerir. y = 0, x = 1 secildiginde a € A oldugunu goriiriiz. Benzer
sekilde x = 2 secerek 2a € A oldugunu goriiriiz. Burada a sifirdan farkl oldugu igin a
ve 2a farkl elemanlardir ve her k igin ka € A oldugunu goriiriiriiz. Hatta —ka € A da
yazabiliriz. Bu bize, A kiimesinin en az bir pozitif elemani oldugunu séyler.

B={lc|:cecA—{0}}

olsun. Yani B kiimesi, A'nin pozitif elemanlarindan olugsun. Artik B C N yazabiliyoruz.
Iyi tanimlilik ilkesinden &tiirii B kiimesinin bir en kiicitk elemani vardir. Bu elemana s
diyelim. Dogal sayilarin bolme algoritmasini kullanarak

a=8q+r

egitligini saglayan r < s veya r = 0 olacak sekilde ¢ ve r dogal sayilar1 vardir. En
nihayetinde s € B C A oldugundan birtakim x, y tamsayilari i¢in s = ax + by yazabiliriz.
Bu durumda

a=(ax+by)g+r

elde ederiz. Bu da r = a — axq — byq = a(1 — zq) + (—yq)b anlamina gelir. Sag tarafin
B’nin bir eleman olduguna dikkat edin, o halde r € A. Fakat s, sifirdan farkli bir say1
olup B’nin en kiigiik elemaniydi. r # 0 olmasi, r < s olmasi demektir ve bu da s’nin, B
kiimesinin en kiigiik elemani olmasi ile ¢eligirdi. Demek ki » = 0. Bu da demek oluyor ki
s sayist a’y1 bolityor. Aymi seyleri b i¢in yaparak s'nin b’yi de boldugiini soyleyebiliriz.
Demek ki s, a ile b sayilarinin ortak bir boleni. Peki en biiytigii mii? Bakalim.

Simdi ¢ € N bir ortak bolen olsun. O halde a = tm ve b = tk olacak sekilde m,k € N
vardir. O halde

ax + by = (tmax + tky) = t(mx + ky)

yazabiliriz. mx + ky bir tamsay1 oldugundan ¢, ax + by sayisini boler. Demek ki
t|ax+ by = s.
O halde s = d imis. Bu da kanit1 tamamlar. O

O halde tam sayilar icin tirete¢ hesaplayabilecegimiz bir teorem bulmug olduk. Peki
ama bunun vektor uzaylari ile ne alakas1 var? Haklisiniz, yok. Tamsayilarin tiretilmesi
ile ilgili verdigim bu 6rnegi vektérler icin diisiinecegiz. Oyle bir vektér kiimesi bulmaya
calisacagiz ki bu kiimenin elemanlar1 ile tiim vektorleri temsil edebilelim. V', F' cismi
tizerinde bir vektor uzay: olsun. Bogtan farklh bir X = {vy,...,v,} C V kiimesi alahm.
Eger her v € V i¢in v = a vy + ... + a,v, olacak sekilde aq, ..., a, € F varsa X kiimesinin
V’yi sonlu tirettigini soyleriz ve bunu V' = (vq,...,v,) veya V = (X) olarak gosteririz.
Bu bize yeni bir geyi tanimlama firsati veriyor.

Tanim. V', F dzerinde bir vektor uzayr olsun. vy, ...,v, € V alalim. Bazi ay,...,a, € F
X
a1v1 + ... + a, v,

vektorine, vy, ..., v, vektorlerinin bir dogrusal (lineer) kombinasyonu adi verilir.
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Ornegin, az + by sayisi, a ve b'nin bir dogrusal kombinasyonudur. Bu tanimi biz
vektor uzaylari igin yaptik fakat bunu benzer cebirsel yapilar i¢in de diigiinebilirsiniz.
Dolayisiyla Z bir cisim olmasa bile az+by elemaninin bir dogrusal kombinasyon oldugunu
sOyleyebiliriz.

Teorem 2.1.1. V' bir vektor uzay ve X onun bir altkimesi olsun.
T={UCV|X CU, U bir altuzay}

tanwmane yapalim. Daha a¢iklayicy olmak gerekirse T kiimesi, X i iceren V 'nin altuzay-
larvman kimesi olarak tansmlandi. O halde (X) = (e, U olur.

Yani teorem diyor ki, X’in trettigi bir altuzay, X'’i iceren en kii¢ik altuzaydir.
Egzersiz 1.4.1’de altuzaylarin kesigiminin yine bir altuzay oldugunu gérmiigtiik. O halde
NU tarzinda bir altuzaydan bahsetmek miimkiindiir. Aslinda bunu teorem olarak degil,
bir tanim olarak da yazabilirdik. Fakat biz tanimi bagka bir sekilde yaptik. Bunu goyle
diisiiniin, iki tanimin birbirine uyup uymadigini kontrol ediyoruz.

Kanat: Herhangi bir z € X vektori alahm. X C U o6zelligini saglayan her U altuzay:
icin x € U oldugu aciktir. Bu da x € (U demektir. Simdi ters yone bakalim. Bunun
icin kargit ters mantigin1 kullanacagiz, yani p = ¢ Onermesini kanitlamak yerine
—~q = —p Onermesini kantlayacagiz. x ¢ (X) olsun. (X) ktimesi X'i iceren bir
altuzaydir. Yani, (X) € 7 olur. Bu durumda x ¢ (U oldugu barizdir. O

Onsav 2.1.2. Uy, Us,...,U,, V nin altuzaylar, olsun. O halde Uy + Uy + ... + U, =
(U, Uy, ..., Uy) saglanar.

Kanat: uy € Uy, uy € Us, ..., u, € U, olmak tizere bir u; + us + ... + u,, elemam alalim.
Bu eleman, Uy, Us, ..., U, uzaylarini igeren herhangi bir kiimenin elemanidir. O halde
uy +ug + ... +u, € (Uy,Us,...,U,) elde edilir. Demek ki Uy + ... + U,, C (Uy, ..., U,).
Simdi v € (Uy, Uy, ...,U,) olsun. u; € Uy, up € Uy, ..., u, € U, olmak iizere

V= QU1 + QolUs + ... + Qply

yazabiliriz. Fakat U;’ler alt uzay oldugundan her ¢ i¢in oyu; € U; olur. Demek ki
v €Uy +Us+ ...+ U, olur. Boylece (Uy,...,U,) C Uy + ... + U, oldugu gortiliir. Buradan
aradigimiz egitlik gelir. O
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2.2 Dogrusal Bagimsizhk

Tam sayilar ornegine geri donelim. (5,8) = Z oldugunu soylemigtik. Bunu istersek
(5,8,3) olarak da yazabiliriz. Ureteglere yeni bir eleman ekledik. Bu bir sikint1 degil,
zira hala daha

or + 8y + 3z

tirtindeki elemanlar Z’yi iiretiyor. Gerekirse z = 0 alabiliriz, fakat zorunda degiliz. Zira
5 ve 3 sayilar1 da aralarinda asaldir ve y = 0 alarak da tiim sayilar1 temsil edebiliriz.
Fakat burada bir sikint1 var. 5 ve 8 sayilari zaten Z'’yi tiretiyorken neden ek bir elemana
ihtiyag duyalim ki? {5,8,3} kiimesinden herhangi bir elemani gikarsak da elde kalan
kiime tamsayilar1 yine iiretiyor olurdu oyle degil mi? O halde su 6nerme bariz olmali:
(X)=Vise her X CY i¢in (Y) =V olur. Daha dogrusu V' C (Y) yazmamiz gerekirdi
eger V bagka bir uzayn altuzayi olsaydi. Tabii biz bu durumla gimdilik ilgilenmiyoruz.
Bunun i¢in hayatimiza yeni bir kavram giriyor.

Tanim. V| F dzerine bir vektor uzay ve {vy,...,v,} CV olsun. Her
a1v1 + ... + apv, = bivy + ... + byvy,

dogrusal kombinasyonu igin a; = b; esitligi her 1 < i < n i¢in saglanwyorsa, {vy, ..., v, }
kiimesine dogrusal (lineer) bagimsiz adi verilir. Dogrusal bagimsiz olmayan bir
kiimeye dogrusal bagimlsy denir.

Bu tanmim geregi her vektor, dogrusal bagimsiz bir tirete¢ kiimesinin elemanlar:
tarafindan tek tirli tretilir. Bu, ¢ok giiclii bir ozelliktir ve vektor uzaylari hakkinda
bircok sey soyler.

Onsav 2.2.1. Bir v, ...v, vektor toplulugunun dogrusal bajimsiz olmase i¢in gerek ve
yeter sart a1vy + ... + a,v, = 0 denkleminin tek ¢ozimiinin her 1 <1 <mn i¢in a; =0
olmasadar.

Kanat: {vy,...,v,} kiimesi dogrusal bagimsiz olsun.
%
a1+ ...+av,=0=0-v1+...+0-v,

olsun. O halde tanim geregi her 7 i¢in a; = 0 olur.
Simdi ters yonii kamitlayalim. aivy + ... + a,v, = bjvy + ... + b,v, olsun. O halde

(ay —by)vy + ... + (an — bp)v, =0

seklinde yeniden bir diizenleme yapabiliriz. Fakat bu, varsayim geregi ancak ve ancak
her 7 i¢in a; — b; = 0 ise dogru. Demek ki her ¢ i¢in a; = b;. [l
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Egzersizler

Egzersiz 2.2.1. {5, 8} kimesinin, tamsaylarda lineer bagimsiz olup olmadigine arastirin.
Not: Biz linner bagimsizligr cisimler tizerinden vermistik fakat tamsayilar bir cisim degil.
Tanwmdaksi tek tirlilik kosulunun saglanip saglanmadigine kontrol edin.

Egzersiz 2.2.2. X, dogrusal bagimsiz bir kimeyse X ’in her altkimesinin dogrusal
bagimsiz oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 2.2.3. X dogrusal bagimlu bir kiime ve X C'Y olsun. Y kiimesinin de dogrusal
bagimlv oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 2.2.4. R? wzaymnda sifirdan farkl herhangi ic vektérin dogrusal bagimil
oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 2.2.5. X ve Y birer direteg kimesi olsun. O halde X NY kiimesinin de bir
trete¢ kiimesi olup olmadigint gosterin.

Egzersiz 2.2.6. X = {(1,3),(2,5)} kiimesinin R? uzayin direttigini gosterin.

Egzersiz 2.2.7. F bir cisim olsun. F’yi kendi tizerine bir vektor uzayr olarak alalim.
O halde {a} C F kiimesinin F’yi tretmesi i¢in bir gerek ve yeter kosul bulun.

Egzersiz 2.2.8. (X) = (Y) ise X =Y dnermesinin dogru olup olmadigini kanitlayin.

Egzersiz 2.2.9. x ve y elemanlarinin dogrusal bagimsiz olmasimin gerek ve yeter kosu-
lunun (y + (x)) N (z) = 0 olmasu gerektigini gosterin.

Egzersiz 2.2.10. V = U & W olsun. Sifirdan farklh w € U ve w € W elemanlarinin
dogrusal bagimsiz oldugunu gésterin.

Egzersiz 2.2.11. F? uzayndan alinan iki ssfirdan farkl (a,b), (c, d) vektérinin dogrusal
bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ad — be = 0 oldugunu kanatlayin.

Egzersiz 2.2.12. Bir V vektor uzayiman minimal dogrusal bagimly vy, ve, ..., v, kiimesini
alalim. O halde
a1 + -+ v, =0

esitliginde hicbir o; katsaysinin sifir olmadigine kanstlayin.
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2.3 Taban

Bu altboliimde vektor uzaylarimin dogrusal bagimsiz olan iiretec¢ kiimelerini ele alacagiz.
Dogrusal bagimsizlikla ilgili teknik, temel ve bir o kadar da o6nemli birka¢ kanitimiz
olacak.

Onsav 2.3.1. Her vektor uzaywmin bostan farkl maksimal bir dogrusal bagumsiz altkiimesi
vardar.

Kanat: Eger V = {0} ise kanitlanacak bir sey yok. V' # {0} bir vektor uzay: olsun ve
herhangi bir 0 # v € V alalim. O halde her a skaleri igin av = 0 esitliginin tek ¢éziimii
a = 0 olmasidir. Bunu 1.4 numarali altboliimde gormiigtitk. Demek ki {v} kiimesi
dogrusal bagimsizdir. Bu da demek oluyor ki bostan farkli dogrusal bagimsiz kiimeler
vardir. Dogrusal bagimsiz, bogtan farkli kiimeler iceren herhangi bir X; C X, C ...
altkiime zinciri alahm. X = UX; alalim. Bu kime dogrusal bagimsiz olmasin. O halde
av = wu egitligini saglayan v, u vektorleri ve a skaleri vardir. v’yi igeren en kiiciik kiimeye
Y diyelim. O halde Y U {u} kiimesi, zincirin en az bir elemamn tarafindan igerilir. Bu
da zincirdeki en az bir kiimenin dogrusal bagimli olmas1 demektir ki bu bir celigkidir.
O halde X dogrusal bagimsizdir. Her dogrusal bagimsiz zincirin bir dogrusal bagimsiz
bir iist siir1 oldugundan Zorn Onsavi geregince maksimal bir dogrusal bagimsiz kiime
vardir. [

Onsav 2.3.2. V bir vektor uzay: ve X, uzayin dojrusal bagimsiz maksimal bir altkimesi
olsun. O halde (X) =V olur.

Kanat: V = X ise sorun yok. V — X # () olsun. Herhangi bir v € V alalm. v € X ise
v+ Z 0O-u=wv
ueX —{v}

oldugundan v zaten iiretilmis olur. Jimdi v € V' — X olsun. O halde X’in maksimalligin-
den otirt X U {v} kiimesi dogrusal bagimsiz degildir. Bu durumda en az biri sifirdan
farkh olan aq, ..., a, skalerleri icin

Z a;u+av=>0

ueX,a;€EF

olur. Burada a = 0 degildir. Eger a sifir olsaydi geriye kalan elemanlar dogrusal bagimsiz
oldugundan her katsayi sifir olurdu, bu da en az bir sifirdan farklh katsayi olmas ile
celigirdi. a # 0 oldugundan a’nin ¢arpmaya gore bir tersi vardir. O halde

E —a_laiu =

uEX,aiEF
seklinde diizenleme yapabiliriz. Bu da v € (X)) demektir, yani (X) = V. O

Sonug 2.3.1. Her vektor uzayinin dogrusal bagimsiz bir treteg kiimesi vardar.
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Bir vektor uzaymin dogrusal bagimsiz tirete¢ kiimelerine taban adi verilir ve o ta-
banin eleman sayisina uzayin boyutu ismi verilir. Bir sonraki altboliimde boyut iiz-
erinde daha ¢ok duracagiz. Maksimal dogrusal bagimsiz bir kiimenin iirete¢ kiimesi
oldugunu soyledik. Peki buna benzer olarak minimal tireteg kiimelerinin dogrusal bagim-
siz oldugunu soyleyebilir miyiz? Cevap veriyorum: FEvet! Peki minimal bir iireteg
kiimesinin her zaman var oldugunu nerden biliyoruz? Bu zor olmasa gerek. Bir V
vektor uzayinin bariz bir tirete¢ kiimesi var, o da kendisi. Bu kiimeyi, tirete¢ kiimesi
olmayana kadar daralttigimizda minimal tirete¢ kiimesine yaklagabiliriz.

Onsav 2.3.3. V bir vektor uzay, X onun sonlu minimal bir trete¢ kiimesi olsun. O
halde X dogrusal bagimsizdur.

Kanat: X dogrusal bagimli, minimal bir iirete¢ kiimesi olsun. Diyelim ki aq, ..., a,
skalerleri i¢in ayvy + ... + a,v, = 0 oluyor. X dogrusal bagimh oldugundan ay, ..., a,
katsayilarindan en az biri sifirdan farkli. Diyelim a; # 0. O halde

n
—a;V; = E CLjUj

=1, j#i
yazabiliriz. Bu da demek oluyor ki,
n n
-1 Z _ Z —1
Uy = —q, a;v; = —a; a;V;.
Jj=1,j#i J=1, j#i

Demek ki X — {v;} kiimesi, v;’yi tiretiyor. O halde v; ile iiretilen her vektoriin dogrusal
kombinasyonunda gerekirse v; yerine X —{v; } kiimesinin elemanlarin kullanarak yeniden
yazariz. Bu da demek oluyor ki X — {v;} kiimesi V’yi hala daha tretiyor. Fakat bu,
X’in minimalligi ile celigir. ]

Bir vektor uzayinin tabani tek tiirlii belirlenmek zorunda degildir. Birden fazla taban
bulabilmek miimkiindiir. Ornegin, reel sayilar iizerinde {1} kiimesi ile {2} kiimesi birer
taban belirtir. Nitekim her x reel sayis1 i¢in,

-1

Tr =

r=—"-2

s 8

yazmak miimkiindir. Tek elemanli kiimelerin vektor uzaylarinda dogrusal bagimsiz
oldugunu Onsav 2.3.1 icerisinde gostermistik. Dolayisiyla hem dogrusal bagimsiz hem de
iirete¢ kiimesi olarak {1} ve {2} kiimeleri, reel sayilarin birere tabamdir. Ilk belirttigimiz
{1} kiimesi, daha dogal goziiken bir tabandir. Bu tiir bir tabana kanonik taban ismi
verilir. F' bir cisim ve F™ bir vektor uzay1 olsun. F'nin illaki carpmaya gore birim
eleman: olmali, o elemana 1 diyoruz zaten. e; = (J;;) tamimini yapalim. Burada, ¢ ;
kronecker delta ismini alir ve
5. — {0 i#j

1 i=j
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kural ile tanimlanir. Yani e; bir sirali n—lidir 6yle ki ¢’inci satir1 1, diger satirlar1 0.
R?yi ele alahm. Her (a,b) vektorii igin

(a,b) = a(1,0) + b(0, 1)
yazmak miimkiindir. O halde F = {(0,1), (1,0)} bir trete¢ kiimesidir. Ayrica
(0,0) = 2(1,0) + y(0,1) = (x,y)

denkleminin tek ¢oziimiiniin x = y = 0 oldugu aciktir. O halde E bir tabandir. Genel
olarak
e1 = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),..., e, = (0,0, ..., 1)

tiuriindeki elemanlardan olusan her kiime bir tabandir. Daha 6nce de belirttigimiz gibi
bu tabanlar kanonik taban olarak adlandirihir. Tabanlarin tek tiirli belirlenmedigini
sOylemistik. Simdi buna bir érnek verecegiz. Bunu, tabanlar1 kendi elemanlar: cinsinden
degistirerek yapacagiz.

Onsav 2.3.4. V, sonlu diretilen bir vektor uzaye ve X onun bir taban olsun. Daha agik
bir sekilde
X =A{vy,...,u.}

yazalim. Baz 1 < i,j < n igin X = {v1,...,0;,0j,...,0,} kiimesini Y = {vy,...,v; +
Vj, V), ..., Un } kiimesi ile degistirirsek yine bir taban elde ederiz.

Kanat: Herhangi bir w € V vektort alalim. X bir taban oldugundan
w = a1V + ... + @;v; + a;9; + ... + a,v,

yazabiliriz. Egitligin sag tarafina a;v; ekleyip aym taraftan a;v; ¢ikarirsak esitlik bozul-
maz. Yapalim:

w = a1v1 + ... + a;v; + (@;v; — a;v;) + a;v; + ... + a, Uy,
Bu durumda herhangi bir w € V igin
w = ay1vy + ... + a;v;(v; + v;) + (a; — a;)v; + ... + a,v,

elde etmig olduk. Demek ki Y bir iirete¢ kiimesi imis. Simdi dogrusal bagimsizligi
kanitlayalim.

0= 2101 + ... + 25(v; + ;) + 2505 + . F 2R,
=z + ... v+ v x50 + o+ TR0,
= 2101 + .. + 205 + (T + 25)v; + .o+ TU,

Fakat bu terimler zaten X kiimesinin elemanlari ve X kiimesinin dogrusal bagimsiz
oldugunu biliyoruz. O halde

r1=0,.,2;,=0, 2, +2; =0,..., v, =0

olmasi gerektigini biliyoruz. Buradan rahathkla x; = 0 buluruz ve kanmt tamamlamr. [
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Bu teorem(ia 0’1 iki anlamda kullandik. Icerikten rahatlikla anlasilacagi durumlarda
bundan boyle 0 yerine direkt 0 yazacagiz.

Onsav 2.3.5. V bir vektir uzay ve X = {vy,...,v,} onun bir tabana olsun. Sifirdan
farkl o, ..., o, skalerleri icin Y = {oqvy, ..., anv, } klimesi V 'nin bir tabanadar.

Kanat: Herhangi bir w € V' alalim.
W= TV + ... +TpUp
olsun. O halde bariz bir gekilde
w = oy 'z (aqvr) + ... + ay 'z (anvy,)

yazabiliriz. Demek ki Y bir iirete¢ kiimesiymis. Dogrusal bagimsiz olup olmadigini
gorelim, ki bu ¢ok basit.
0 = Z xi(ozivi)
i=1

olsun. O halde X dogrusal bagimsiz oldugundan her ¢ i¢in x;c; = 0 olmali. Fakat o # 0
oldugundan her ¢ i¢in z; = 0 olmalidir. Bu da dogrusal bagimsizligi kanitlar. ]

Sonug 2.3.2. X = {v1,va...,v,}, V wzayinin bir tabana olsun. O halde

Y = {aqvy,
Q2101 + Qa2
s

Q101 + Qoo + oo 4+ AUy }
kimesini V 'nin bir tabant yapan «;; skalerleri vardar.
J

Bu sonug, ilerde iist-liggensel matrisleri tanimlama agisindan 6énem arz edecek. Size
bir soru: Dogrusal bagimsiz herhangi bir kiime, bir tabana genisletilebilir mi? Bir sonraki
teoremde bu temel sorunun cevabini arayacagiz.

Teorem 2.3.1 (Tabana Genigletme). V' bir vektor uzayr ve Y onun dogrusal bagimsiz
bir altkimesi olsun. V 'nin oyle bir E' tabany vardwr ki Y C E olur.

Kanat: Zorn Onsavim kullanacagiz. Bunun icin “C” bagintisiyla bir zincir olustura-
cagiz. Zincirin en alt eleman1 Y olsun. Simdi bir € V' secelim. Eger Y U {z} dogrusal
bagimsizsa zinciri

Y CYU{z}

olarak yazalim. Eger degilse zincir
YCVY

olarak kalsin. Simdi bunu her x € V igin yaparak ve tekrarlayan elemanlari zincirden
¢ikararak bir
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zinciri elde edebiliriz. Bu zincir dogrusal bagimsizdir ve her bir eleman1 Y kiimesini
icerir. Onsav 2.3.1°de oldugu gibi | Y; kiimesi de dogrusal bagimsizdir ve Yyi icerir. Zin-
cirin bir st smirimi bulmus olduk. Zorn Onsavindan Yyi iceren maksimal bir dogrusal
bagimsiz kiimenin varhigimi soyleyebiliriz. Onsav 2.3.2 geregi bu kiime iirete¢ kiimesidir,
dolayisiyla bir tabandir. O

Onsav 2.3.3’ten her sonlu minimal iirete¢ kiimesinin bir taban oldugunu biliyoruz.
Peki bunun tersi dogru mudur? Her sonlu taban, minimal bir iirete¢ kiimesi olabilir mi?
Bu ¢ok kritik bir soru. Bir sonraki altboliimde bir vektor uzayinin boyutu hakkinda ¢ok
sey soyleyecek.

Onsav 2.3.6. V bir vektor uzayr ve X onun sonlu bir tabana olsun. O halde X minimal
bir treteg kiimesidir.

Kanat: Bir an i¢in X kiimesinin minimal olmadigini varsayalim. O halde bir 0 £ v € X
icin X — {v} kiimesi hala daha bir tireteg¢ kiimesidir. X dogrusal bagimsiz oldugundan
X — {v} kiimesi de dogrusal bagimsizdir. Demek ki X — {v} bir tabandir. O halde

v = E a; U;

u; EX

yazilabilir. Burada v # 0 oldugundan en az bir a; skaleri sifirdan farkhidir. O halde

Ozv—Zaiui

u; EX

esitligi sifirdan farkli bazi skalerler i¢in saglanir. Fakat bu egitlikte sag taraf X’in el-
emanlari, bu da X'’in dogrusal bagimsiz olmasi ile celigir. Demek ki X minimal ol-
maliymis. ]

Bunu kanitlamak onemliydi. Simdi dogrusal bagimsiz kiimelerle iirete¢ kiimeleri
arasinda temel bir iligkiyi ortaya koyacagiz.

Teorem 2.3.2. V' bir vektor uzay:, Y onun dogrusal bagimsiz bir altkiimesi ve X uzayin
bir dreteci olsun. O halde |Y| < |X| saglanar.

Kanat: Onsav 1.1°den 6tiirii Y'yi iceren bir E tabam vardir. E taban oldugundan X’in
elemanlarimi F cinsinden ifade edebiliriz. Yani, eq,...,e, € E olmak iizere her z € X
icin x = aje; + ... + ane, yazabiliriz. X’i bu tiir elemanlarla yeniden yazalim. Sonug
2.3.2’den bu elemanlar1 tiggensel bir bigimde tekrardan yazabiliriz. Buradan ve E’nin
minimalliginden |E| < |X| oldugu g¢ikar. Baoylece |Y| < |E| < |X]| elde ederiz ve kanit
tamamlanir. O]

Bundan boyle F' bir cisim ve V' kiimesi de F' lizerine bir vektor uzay1 olacak. Bun-
dan sonraki teorem veya Onsavlarda bunu ek olarak belirtmeyecegiz. Simdi Vi, ..., V,,
kiimeleri F' cismi tizerine birer vektor uzayi olsunlar. Fy, ..., E,, kiimeleri de sirasiyla bu
uzaylarin tabanlari olsun.
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Onsav 2.3.7. E=J_ {0} x ... x E; x ... x {0} kiimesi, V = Vi x ... x V,, uzayman bir
tabanudar.

Kanit1 son derece kolaydir ve okura birakilmigtir. Cok benzer bir ¢nerme daha
verelim. Kanit1 yine okura birakilmigtir.

Onsav 2.3.8. V = Vi ®...®V,, alalim. Ey, ..., B, kimelert suraswyla V7, ..., V, uzaylarimin
tabanlar olsun. O halde E = J;_, E; kiimesi, V 'nin bir tabandur.

Bir sonraki teorem, sonlu firetilen uzaylarin altuzaylarimi karakterize etmek igin
onemli bir adim olacak. Zira, sonlu tiretecli bir uzayin altuzaylarinin da sonlu tretegli
oldugunu sezgisel olarak anlayabiliyoruz fakat her zamanki gibi bize gercek bir kanit
lazim.

Teorem 2.3.3. V' bir sonlu tretecli vektor uzayr ve U onun bir altuzayr olsun. O halde
U da sonlu 1ireteclidir.

Kanat: Eger U = {0} ise U zaten sonlu iireteglidir. Hatta 0 elemanl iirete¢ kiimesi
vardir (bkz. Egzersiz 2.3.5). U # {0} olsun. Sifirdan varkli bir v; € U vektorii sege-
lim. Eger (v1) = U ise kanit biter. Degilse devam edelim. Diyelim bu gekilde dogrusal
bagimsiz vy, v, ..., v,_1 se¢tik. Herhangi bir v, € U igin v, € (vy,vs,...,0,_1) oluy-
orsa sorun yok. Eger degilse bu listeye v,, vektoriint de ekleyerek (vy, vs, ..., v,) listesini
inceleyelim. Fakat V' sonlu iiretecli oldugundan ve Teorem 2.3.2’den 6tiirii olusturdugu-
muz liste, V'nin minimal iirete¢ kiimelerini gegemez. O halde sonlu bir sayida vy, ..., v,,
lineer bagimli bir vektér toplulugu bulabilmeliyiz. Fakat bu durumda (vy,...,v,,) = U
elde ederiz. O

Egzersizler
Egzersiz 2.3.1. Onsav 2.5.7 ve Onsav 2.3.8 énermelerini kantlaymn.
Egzersiz 2.3.2. Her tabanin maksimal bir dogrusal bagimsiz kiime oldugunu gésterin.

Egzersiz 2.3.3. C kimesinin bir reel vektor uzayr oldugunu gésterin. Bu vektor uzayimin
bir tabananin {1,i} oldugunu gosterin.

Egzersiz 2.3.4. Birer X,Y # () i¢cin X ve X UY kiimeleri, bir vektor uzayimin iki tabana
olsun. X =Y oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 2.3.5. R? uzayinda {(3,4,5), (5,12, 13), (7,24, 25)} kimesinin bir taban oldugunu
gosterin.

Egzersiz 2.3.6. R3 uzayinda {(0,0,a),(0,b,a),(c,b,a)} biciminde a,b,c # 0 olacak
sekilde bir taban bulun.

Egzersiz 2.3.7. Bos kiime tarafindan dretilen bir uzayin, { 0} kimesine esit oldugunu
gosterin.
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Egzersiz 2.3.8. R* = {(a1,as,...) : Vi € N, a; € R, sonlu i i¢in a; # 0} kimesini
tanimlayalim. Bunun sonlu bir tabanit olmayan bir vektor uzayr oldugunu gosterin.
Ayrica R™ = @,y R oldugunu gosterin.

Egzersiz 2.3.9. R[z] = {d ~,aix’ : a; € R, In € N(a; = 0Vj > n)} kimesi verilsin.
Bu kiime, reel katsayily polinomlar kimesidir. Bu kimenin bir reel vektor uzayr oldugunu
kanatlayin. Ayrica bu kiimenin sonsuz tretecli oldugunu gosterin.

Egzersiz 2.3.10. V' bir sonsuz tretecli vektor uzayidir ancak ve ancak her en az bir
sonsuz {v1,vs, ...} kimesi vardwr éyle ki her altkiimesi dogrusal bagimsiz olsun.

Egzersiz 2.3.11. R, [x] kimesi, reel katsayil ve derecesi en fazla n olan polinomlarin
kiimesi olsun. R, [x] kimesinin sonlu dretegli bir tabani oldugunu kanitlaywn.

Egzersiz 2.3.12. R kiimesinin, rasyonel sayilar tizerinde bir vektor uzaydir. Bu uzayin
sonlu tretecli olup olmadigint arastirin.

%
Egzersiz 2.3.13. Herhangt bir tabanin O vektorini icermedigini gosterin.
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2.4 Boyut

Onceki boliimde taban ile ilgili konugmustuk. Teorem 2.3.2 sayesinde her dogrusal
bagimsiz altkiimenin en fazla bir tirete¢ kiimesi olabilecegini gordiik. Fakat tabanlar hem
dogrusal bagimsiz hem de bir iirete¢ kiimesi oldugundan bu bizi daha 6zel bir konuyu
incelemeye getiriyor. Ornegin X ve Y, aym vektor uzayinin iki tabani olsun. Ilk etapta
X'i dogrusal bagimsiz ve Y'yi tireteg kiimesi olarak gorelim. Boylece | X| < |Y| elde ed-
eriz. Simdi tam tersini disiintin; Y dogrusal bagimsiz ve X trete¢ kiimesi oldugundan
Y| < |X] elde ederiz. Bu durumda |Y| = | X]| elde edilir. Demek ki bir vektor uzaymin
her tabani, egit sayida elemana sahipmis. Bu 6zel sayiya vektor uzayimin boyutu adi
verilir ve dim(V') olarak gosterilir. Bunu teorem olarak yazalim.

Teorem 2.4.1. X ve Y, V uzaywmn iki taban olsun. O halde | X| = |Y| olur.

Bu kisa ve etkili teoremi kanitlayabilmek i¢in 6nceki altbélimde bayagi bir hazirlik
yaptik. Simdi ise meyvesini yeme vakti. Bir 6rnek vererek baglayalim. Egzersiz 2.2.7’ye
geri donelim. Her cismin sifirdan farkli bir elemanla tretildigini soyledik. Demek ki
cisimler aslinda 1 boyutlu vektoér uzaylariymig. Ayrica F™ uzayinin n elemanli kanonik
tabanlar1 oldugunu hatirlayalim. O halde F™, n boyutlu bir vektor uzayidir. R kiimesi,
yani say1 dogrusu, 1 boyutlu bir vektor uzayidir. R?, yani diizlem, 2 boyutlu bir vektor
uzayidir. Aym sekilde R®, yani uzay boslugu 3 boyutlu bir vektér uzayidir. Bu liste
boyle gider.

0]

\/Sl

> R

Sekil 6: Kanonik {e;} tabaniyla birlikte 1 boyutlu bir uzay

Sekil 7: Kanonik {eq, es} tabaniyla birlikte 2 boyutlu bir uzay
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€1 Yy
Sekil 8: Kanonik {eq, €9, e3} tabaniyla birlikte 3 boyutlu bir uzay

Bir érnek daha verelim. Reel polinomlar kiimesini (R[z]) hatirlayalim. Egzersiz
2.3.9’da tanimim vermigtik. Derecesi en fazla n olan polinomlarin uzayimm R, [z] olarak
vermigtik. Bu uzaym standart tabam {0, z, 22, ..., 2"} seklindedir. O halde dim(R,,[z]) =
n + 1 yazabiliriz.

Onsav 2.4.1. V. =U @ W olsun. O halde dim(V) = dim(U) + dim(W) olur.

Kanat: U ve W uzaylarimin tabanlarinin ayrik oldugunu gostermek yeterli. Fakat bu
bariz, zira U N W = {0} olup 0 higbir tabanda bulunmayacagindan U ve W uzaylarimin
tabanlar1 ayriktir. O halde Onsav 2.3.8’den sonug gelir. [

Bu oldukga giiclii bir 6nerme, fakat daha genel bir halini kanitlayabiliriz.
Teorem 2.4.2. Her U,V altuzay: i¢in dim(U + V') = dim(U) + dim(V) — dim(U N'V).

Kanat: E; = {uy,...,ux}, Unun bir tabani ve Fy = {vy,...,0,,}, V'nin bir tabam
olsun.Fy U Ey kimesi,U + V = (U, V) oldugundan, U + V igin bir trete¢ kiimesidir.
dim(U) = k ve dim(V) = m oldugunu not edin. Simdi F = E1UEy = {1, ..., Uk, U1, .., U }
kiimesinden dogrusalbagimli elemanlar: ¢ikarmay1 deneyelim. Kag tane dogrusal bagimh
eleman oldugunu bulmamiz gerekecek. Eger u; € U N'W ise

U; = QU1 + Qv + ... + QU

olacak bi¢imde ay, ..., ay,, skalerleri bulmak miimkindir. Boylece u; elemam ile F — {u;}
kiimesinin elemanlarinin dogrusal bagimli olmasi igin gerek ve yeter sartin u; € UNV
olmasi gerektigini buluruz. Bu da aym zamanda u; € E; N E; demektir. Bdylece
E — (E1 N Ey) kiimesinin dogrusal bagimsiz oldugu sonucuna variriz. Boylece dim(V +
K) =k +m — |Ey N E,| buluruz.

Son olarak E; N Ey C E; bagmtisini kullanarak F; dogrusal bagimsiz oldugundan
FEy N Ey’nin de dogrusal bagimsiz oldugunu buluruz. E; N Es kiimesi, U NV uzayimin
bir tabam oldugundan (neden?) kamt biter. O

Boylece Onsav 2.3.8 olmadan da Onsav 2.4.1’i kanitlayabiliriz.
Sonug 2.4.1. UNV = {0} ise dim(U 4+ V) = dim(U) + dim(V') olur.
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U, V'nin bir altuzay: olsun. Eger dim(U) = dim(V') ise U ve V uzaylar1 hakkinda
ne diyebiliriz? Sezgisel olarak U = V olmasi gerekiyor. Bunu kanitlamak i¢in Egzersiz
2.3.2’de gegen énermeyi kullanabiliriz. Oyle yapalim, denemekten zarar gelmez!

Onsav 2.4.2. U, V 'nin bir altuzay olsun. dim(U) = dim(V) olmast i¢in gerek ve yeter
sart U =V olmasidr.

Kanat: U =V ise dim(U) = dim(V') oldugu Teorem 2.4.1’den 6ttirii biliyoruz. Diger
yonii kamitlayalm. dim(U) = dim(V) = n olsun. U’nun herhangi bir F tabanim
alalm. E C V olup bir dogrusal bagimsiz kiimedir. Bir X dogrusal bagimsiz kiimesi
icin £ C X olmasi, £ = X olmasi demektir, aksi halde Teorem 2.3.2 ile bir geligki elde
ederdik. Demek ki £ dogrusal bagimsiz maksimal bir kiime. Demek ki F, V’yi tiretiyor.
Demek ki U = V. Savimiz boylece kanitlandi. ]

U bir altuzay olmasaydi bu teorem dogru olmazdi. Ornek olarak {(x,z,0) : z € R?}
ve {(z,0,2) : x € R?*} uzaylarm ele alahm. Bu iki uzaymn boyutu da 1’dir (kamtlaym).
Fakat iki uzay birbirine esit degildir. Eger iki uzaydan biri digerini icerseydi iste o zaman
esit diyebilirdik. Bu konuda dikkatli olmak lazim. Simdi sezgisel olan bagka bir sonug
gosterelim.

Onsav 2.4.3. U, V 'nin altuzay: olsun. dim(U) < dim(V) gegerlidir.

Kanat: Eger U =V ise sonug 6nceki 6nsavdan ¢ikar. Simdi U # V' alalim. dim(U) >
dim(V') olsun. Demek ki V'nin, dogrusal bagimsiz olan ve boyutu dim(V')’den biiyiik
olan bir kiime var. Fakat bu imkansiz. Demek ki U < V' olmaliymis. O

Sonug 2.4.2. V sonlu boyutlu bir uzaysa V 'nin her altuzay: sonlu boyutludur.

Bir V' vektor uzayr ve onun bir W altuzaymi digtintin. Daha 6éncesinde V/W ile
gosterilen bir uzaydan bahsetmistik. Bu uzay, v+ W tiirii kosetlerden olusuyor. Bazilar
v + W yerine v yazabilmektedir. Boylece (v + W) + (v + W) = (v + u) + W yerine
v +u = v + u yazarak yerden tasarruf edebiliriz.

Burada V' eger sonlu bir uzaysa; dikkat ediniz, “sonlu boyutlu” demiyorum; herhangi
bir |W| sayisimn |[V|’yi boldigint hatta, |V/W| = |V|/|W] esitliginin saglandigini s6y-
leriz. Bu olgu literatiirde “Lagrange Teoremi” olarak geger ve her temek grup teori
kitabinda kanit1 bulunur. Biz ise uzaylarin eleman sayilar1 gibi boyutlar1 arasinda nasil
bir iligki oldugunu agiklamaya calisacagiz.

Teorem 2.4.3. V' sonlu boyutlu bir vektér uzayr ve W onun bir altuzay: olsun. O halde
dim(V/W) = dim(V') — dim(W)

esitligi saglanar.
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Kanat: W’nun bir {ey, ..., ex } tabanini alalim. Teorem 2.3.1 yardimiyla bu tabani V'nin
bir {e1, ..., e, ..., e, } tabanina genisletebiliriz. Oncelikle {e7, ...€,} kiimesinin V/W uza-
yini iirettigini gosterecegiz. Bu ¢ok kolay, herhangi bir v € V' alahm. Baz a; skalerleri
icin

v =aie; + ... +ae,

yazabiliriz. Boylece;

v=wme + ... +ane, = 161 + ... + ane,

esitliginden s6z edebiliriz. Demek ki (e7, ..., €,) = V/W oluyor.
Simdi dim(V') = n oldugunu goézlemleyin. Sonra da dim(W) = k oldugunu gozlem-
leyin. {e, ..., ex} kilmesinin her dogrusal kombinasyonu igin

ae1+ .. +aner =0

oldugunu gorelim, ¢iinkii eq,...,ep € W'dur. Demek ki {ej,...,ex} kiimesi dogrusal
bagimhiymig. Bu elemanlar genigletilmig tabandan ¢ikararak {eg1,...,e,} kiimesinin
hala daha V /W yu iirettigini gortiriiz. Bu elemanlarin dogrusal bagimsiz oldugunu kanit-
lamak yeterli olacaktir.

a1€p_1+ ... +e, = 0

varsayimini yapalim. Demek ki ajex,1+...4ane, € W olmalymig. Fakat {eq, ..., ex,...,e,}
kiimesi dogrusal bagimsiz ve {egi1,...,e,} kiimesi de Wnun digindaki elemanlardan
olusuyor. O halde ajexy1 + ... + aye, € W esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
aiexs1 + ... + ane, = 0, bagka bir deyisle a; = ... = a,, = 0 olmasiymig. Bu da dogrusal
bagimsizhigimizi kamtlar. Boylece dim(V/W') = n — k buluruz.

O

Bu kanitta daha acik etmek istedigim bir nokta var. Oyle ki;

v=wme+ ...+ ane, = 161 + ... + an€,

esitligini yazabildigimizi soyledik. Burada a,e7 + .. + a, ¢ = 0 esitligini kullanarak

UV=ai1€e1 + ...+ aneyp = A1€1 + ... + Ap€y = A1€f4+1 + ...ApExn

oldugunu gorurdiikk. Boylece (€x11,...,e,) = V/W oldugunu daha agik goriirdik. Bu
teoremi anlamak ilerde 6nemli olacak. Bu kanit1 kullanarak bir sey daha gosterebilirdik.

Teorem 2.4.4. V uzaywmn her W altuzay i¢in oyle bir U altuzayr vardwr ki
V=WaU olur.

Kanat: Wnun bir {ey, ..., e, } tabanini alalm. Bu tabani V'nin bir {ey, ..., e,,} tabanina
genigletebiliriz. (egy1,...,e,) := U olsun. U4+ W =V ve UNW = {0} oldugunu goster-
memiz gerekecek. U + W =V oldugu bariz. Simdi x € U N W alalim.

xr = aye; + ...+ aye, seklinde yazabiliriz. Fakat W ile U'nun bu tabanlar: ayrik oldugun-
dan ve dogrusal bagimsizliktan otiiri a; = ... = a,, = 0 elde ederiz. Bu da istedigimizi
kanitlar. [

32



Egzersizler

Egzersiz 2.4.1. U = {(z,2y + 2,—2) : z,y,2 € R} reel vektor uzayimn, R3 in bir
altuzayr oldugunu kanitlayin. Bu altuzayin boyutunu bulun.

Egzersiz 2.4.2. V = {(2z — 3t,t,—t,5t +y) : z,y,t € R} reel vektor uzayimn, R* in
bir altuzayr oldugunu kanitlayin. Bu altuzayin boyutunu bulun.

Egzersiz 2.4.3. W = {(2,0,0,3z + 2y + z) : x,y,2 € R} reel vektor uzaymin, R* in
bir altuzayr oldugunu kamitlayin. Bu altuzaywn boyutunu bulun.

Egzersiz 2.4.4. S = {p(z) € Rs[z] : p(2) = 0} uzaymnn, Rs[z] polinom kimesinin bir
altuzay oldugunu kanatlaywn. Bu altuzayin boyutunu bulun.

Egzersiz 2.4.5. V' bir vektor uzayr ve U onun bir altuzayr olsun. V 'nin her E tabany
i¢in U 'nun dyle bir'Y tabani vardir ki Y C E olur. Bu dnermenin dogru olup olmadigine
gosterin.
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3 Dogrusal Doniisiimler

Lineer cebire asil girig yaptigimiz boliime hog geldiniz. Bundan sonra ne yapip edeceksek
dogrusal doniigiim adini verecegimiz birtakim 6zel fonksiyonlarla yapacagiz. Bu boliime
gelene kadar bir vektor uzaymin genel ozelliklerini konugtuk. Artik vektor uzaylarinin
arasinda kopri kurma vakti.

3.1 Homomorfizmalar

Homomorfizma ¢ok korkung bir isim gibi duruyor. En azindan benim icin 6yleydi. Fakat
son derece basit bir tanimi var. Once olay1 kavramamz acisindan bir érnek verecegim.
R? kiimesinin W = {(z,0) : z € R} altuzaymm diigiintin. Bir de R uzaym diisiiniin. R ve
W kesinlikle farkli kiimelerdir. Zaten biri reel sayilar kiimesi, digeri de reel sayilarin bir
takim kartezyen carpimlarindan olusuyor. Fakat bu iki uzay bunun diginda tamamen
ayni! Vektor uzaylarinda hepi topu iki adet iglem var: Toplama ve skalerle carpma. «
reel sayisi ile z reel sayisinin carpimi normalde ar verir. Ote yandan « reel sayisinin (z, 0)
eleman ile skaler carpimi (cur, 0) vektoriint verir. Toplama igleminde ise z +y toplamin
yapmak ile (x,0)+ (y,0) = (x+y, 0) toplami1 yapmak gibi bir kargilagtirma yapabiliriz.
Fark ettiyseniz bir tarafta ne iglem yapiyorsam obtr tarafta onun bir muadili var. Bu
iki uzay, aynm kiime olmamasina ragmen cebirsel olarak benzer ozelliklere sahiptir. Bu
tiir uzaylara izomorf, ya da egyapisal uzaylar denir ve bu uzaylar1 dogrusal doniigtimler
yardimiyla baglariz.

Tanim. V ve W, F dzerinde iki vektor uzay olsun. T : V — W fonksiyonu asagidaki
ozellikleri saglyorsa bu fonksiyonu bir vektor uzayr homomorfizmas: veya dogrusal
(lineer) doniigim denir:

i. Her z,y € V i¢in T(x +vy) = T(x) + T(y),
it. Her x € V wve her a € F i¢in T(ax) = o1 (x).

Simdi konuyu pekistirmek adina bazi dogrusal doniigim 6rnekleri verelim. Bunlar-
dan bazilar1 bariz 6rnekler olacak, onlarin dogrusal dontigiim olup olmadigini kontrol
etmeyi okura birakiyoruz.

o T(x) = 0 sabit fonksiyonu, bariz bir dogrusal déntigiimdir.
o Id(x) = x birim fonksiyonu da ayni gekilde bariz bir dogrusal déniigiimdur.

e f: C — C fonksiyonu, f(a + bi) = a+bi = a — bi fonksiyonu bir dogrusal
doniigimdtir. Zira, her x = a + bi,y = ¢+ di € C igin

fla+y)=(a+c)+(b+dyi=a+c—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) = f(x)+ f(y)

ozelligi ve her A € R igin
f(Az) = f(Am + Ani) = dm — Ani = A(m —ni) = A f(x)

ozelligi saglanir.
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D> ={f: R — R|f fonksiyonu sonsuza dek tiirevlenebilir} olmak tizere bu kiime
tizerinde T'(f) = f olsun. T(f+g) = (f+9) = f+4¢ ve T(af) = (af) = af’
ozellikleri saglandigindan 7" bir dogrusal dontigiimdiir.

D kiimesi ayni gekilde tanimlansin. 7' : D* — D> dénigimini 7'(f(z)) =
[ f(z)dz tammm yapahm. O halde T bir dogrusal doniigtimdiir.

T : D — R fonksiyonu, T'(f fo x)dz dontigiimii dogrusaldir.
T :R"™ — R™ fonksiyonu sabit z; ; sayilar icin,
T(ay,ag,...;a,) = (1101 + «o. + T1pny ooy Tin 101 F oo F+ T @)

kurali ile verilen T fonksiyonu bir dogrusal doéniigiimdiir. Bunu kanitlamamiz
gerekecek. v = (ay,...,a,) ve u = (by, ..., b,) verilsin. O halde

T(u+v):T(a1+b1,.. an + by)

E xlz a1+b1 E Z'mz an+b

= ( E T1:01 + E 21,01, ..., E Tm,iln + E T ibn)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n

= ( E T1,4Q15 -y g T iln) + ( g x1,ib1, ..., E Tn,ibn)
i=1 i=1 i=1 i=1

= T(ay, oy ap) + T(by, .., b)
=T(v)+ T (u).

Ayni gekilde skaler ile carpma igleminin de dogrusal doniigiim Ozelligini goster-
memiz gerekecek. Onu da yapalim:

T(pv) = (ﬁa1, ey Ban)

Zfﬂll ﬁal mez ﬁan
ﬁzxual ,BZ:Bmzan
_6 lezal mez an

= BT(al, ey )
= BT (v).

Biraz uzun ve megakkatli bir hesap oldu fakat degdi. Artik goniil rahathgiyla T
bir dogrusal doniigtimdiir diyebiliriz.
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o T: V"™ — V"™ dontusimi, T(z1, x9, x3,...0,) = (X2, T3, ..., Tp, 1) olarak tanimlan-
siz. Bu dontistim dogrusaldir.

» Benzer olarak 7' : R® — R* fonksiyonu, T'(z1, e, x3,...) = (22,23, ...) kural ile
bir dogrusal doniigtimdyiir.

o 7:V — V/W fonksiyonu f(v) = v olarak tanimlansin. Bu bir dogrusal dontigiimdiir
ve dogal izdiisiim ya da kanonik homomorfizma adini alir.

Baz1 kaynaklarda T'(z) yerine Tx yazildigim da gorebilirsiniz. Bir érnegi zaten
verdik: T : R — R? fonksiyonu, T'(z) = (z,0) kural ile bir dogrusal déniigiimdiir.
Onceki paragralarda baz cebirsel yapilarim dogrusal déniisiim altinda korundugunu id-
dia etmigtik. Ne demek istedigimizi bir sonraki 6énsavla birlikte agmig olalim.

Onsav 3.1.1. T : V = W bir dojrusal dondisiim olsun. Asaqidaki ozellikler saglanar:
i. T(0)=0
it. T(—z)=—-T(x)

Kamnat: i. Oncelikle basit bir sekilde 7(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) yazalhm. Esitligin

sol ve sag tarafina —7'(0) eklersek istedigimizi elde ederiz.

ii. Herhangi bir v € V vektori alalm. 0 = T(0) = T(x + (—z)) = T(z) + T(—x)
esitligi saglanmyor olmali. Demek ki T'(—x) vektorii, 7'(x)’in toplamaya gore tersiymis.
Bu durumda T'(—x) = —T'(z) yazabiliriz. O

Onsav 3.1.2. T : V. — W bir dojrusal déniisiim olsun ve (X) = V wvarsayvman yapalim.
O halde (T'(X)) =T(V).

Yani dememiz odur ki X bir iirete¢ kiimesi ise f(X) de goriintii kiimesinin bir
tiretecidir.

Kanat: Herhangi bir w € T'(V) alahm. O halde dyle bir v € V' vardir ki T'(v) = w olur.
Fakat biz bazi a; skalerleri ve e; € X icin;

UV =aie; + ... + ane,

yazabiliyoruz. O halde;
T(v) =T(are; + ... + aney)

yazabiliriz. Birlesme 6zelligini kullanarak bu vektoriin bilegenlerini teker teker ayiralim:
T((are1 + ...apn_1€n-1) + aney)
yazabiliriz. Bu da;
Tw)=T(ames + ...+ an_1e, ,) + T(anen) = T(are1 + ... + an_1e,_,) + anT(en)
demektir. Timevarimin kadim giicini kullanarak buradan;
w=Tw)=aT(e1) + ... + a,T(ey)

sonucuna variriz. Demek ki (T'(ey),...,T(e,)) = T'(V) oluyormus gergekten de. O
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Heniiz tabanlar hakkinda bir sey sdylemedik. Bir tirete¢ kiimesi, goriintii kiimesine
geciyor gecmesine ama tabanlar korunmak zorunda degil. Ornegin, T : R?* — R? fonksiy-
onunu T(z,y,2) = (z + y,y + 2) kurah ile tammlayahm. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
kiimesi, tanim kiimesinin bir tabani olmasina ragmen bu kiimenin 7" altindaki goriintiisii
olan {(1,0),(1,1),(0,1)} kiimesi gortntii kiimesinin bir taban1 degildir ¢iinkii dogrusal
bagimhdir. Gordiigiiniiz gibi dogrusal bagimsizlik da korunmak zorunda degil. Fakat
eger iki uzayin boyutlar1 ayni olsaydi tabanlari koruyan bir fonksiyon yazabilirdik. Dikkat
edin, yazagimiz fonksiyon her tabani korumak zorunda degil. Her bir taban i¢in onu ko-
ruyan bir fonksiyon bulabiliriz.

Onsav 3.1.3. V ve W, dim(V) = dim(W) olacak bicimde birer vektér uzay olsun.
{v1, ..., vn} kiimesi V 'nin, {wy, ...,w,} kimesi de W 'nin bir tabani olsun. O halde dyle
bir ve bir tek T : V. — W dogrusal dontigimi vardr ki her 1 < k < n i¢in T (v;) = wy,
olsun.

Kanat: Oncelikle béyle bir fonksiyonun varhgimi kanitlayalim. Bunun icin fonksiyonu
inga etmemiz gerekecek. Fonksiyonumuz, her ¢y, ..., ¢, skalerleri icin

T(c1v1 + ... + cpun) = Qwy + ... + cLw,

olacak gekilde tanimlansin. Bu doniigtimiin iyi tanimh oldugunu gosterelim. Diyelim v =
u. O halde oyle (4, ...0, vardir ki v = u = pyvy + ... + B,v, yazilim tek tirli olur. Ayrica
wy, ..., w, vektorleri bir taban olusturdugundan her tiirlii dogrusal kombinasyonlar: da

tek turlidir. O halde
T(U) = T(/Blvl + ...+ ﬁnvn) = Blwl + ...+ Bwn = fTBlvl + ...+ /ann) = T(u)

olur. Bu kisim aslinda barizdi, yine de aciklamak istedim. ¢; = ¢; ; olacak sekilde secelim.
Boylece bu fonksiyonun 7'(v;) = w; kismu saglanir. Dogrusal oldugunu gosterelim.

« Fonksiyonun toplama islemini ayirdigini gosterelim:

Tv+w)= T(i a;v; + i biv;)
i=1 i=1

=T(> (i +b;)v;

=1

=1

n n
= awi+ Y buw;
=1 =1
n

i=1

=T(v) +T(u).
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o Simdi de skalerle carpmaya saygi duyuldugunu gosterelim:

Boylece T'nin bir dogrusal doniigiim oldugu da kanitlanmig oldu. Simdi bu fonksiyon-
dan yalnizca bir tane oldugunu kanitlayalim. Fakat bu cok acgik. Zira her vektor, soz
konusu tabanin elemanlarinin dogrusal kombinasyonu olarak tek tiirlii yaziliyor. Ayrica
fonksiyonun goriintiisii de taban elemanlarindan olugtugu i¢in goriinti de tek tiirli ifade
ediyor. O halde vektorlerin goriintiileri tek tiirlii belirleniyor. Demek ki fonksiyon da
tekmis. ]

Sekil 9: Iki taban vektoriinii doniistiiren bir uzay

Dogrusal dontigiimlerle ilgili yeterince bilgi edindigimizi umuyorum. Dogrusal doniigtim-
lerin iki uzay arasinda iligkiler kurdugunu gordiik. Fakat dogrusal dontigtimlerin kendi
bagina bir vektor uzay1 oldugunu biliyor muydunuz? Func(S, F') kiimesinin bir vektor
uzayl oldugunu biliyoruz. Burada S bog olmayan herhangi bir kiime ve F' bir cisim
idi. Aymi gey bir V' vektor uzayi icin Func(S, V') kiimesi igin de gegerli. Kamit1 yine
boliim 1.3’te yaptigimiz gibi. Dogrusal dontigtimlerin, Func(S, V') kiimesinin bir al-
tuzay1 oldugunu gosterecegiz.
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Tanim. V ve W birer vektor uzayr olmak vizere
Hom(V, W) :={f:V — W | f bir homomorfizma}

kiimesini tanamlayalim. Eger V.= W ise Hom(V, V') yerine End(V) yazacagiz ve bu
kiimenin elemanlarina endomorfizma adini verecegiz.

Simdi iki adet f, g € Hom(V, W) ve a, § skaleri alahm. O halde her z,y € V igin,

(af +B9)(x+y) = (af)(x+y) + (By(z +y))

= a(f(z+y) +B8g(z +v))

=a(f(z) + f(y) + Bg(x) + 9(y))

=af(z)+af(y) + Bg(z) + Bg(y)

= (af(z) + By(x)) + (f (y) + By (y))

= (af + Bg)(@) + (of + Bg)(y)
elde ederiz. O halde buradan af + Sg € Hom(V, W) ¢ikar, desem yalan olur. Bunun
icin Hom(V, W) kiimesinin bog olmadigini gostermemiz gerekliydi. Fakat sabit sifir
fonksiyonu bariz bir homomorfizma oldugu i¢in bu kiimenin bog olmadigini da biliyoruz.

Demek ki Hom(V, W), Func(V, W) uzaymn bir altuzay: imis. Benzer gekilde End(V)
kiimesi de Func(V, V') kiimesinin bir altuzayidir.

V = W oldugu zaman Func(V, W) uzaymm iglemleri toplama ve skalerle garpmadan
ibaret degildir. Agina olabileceginiz tizere fonksiyonlarla bilegke igslemi de Func(V, W)
tizerinde bir ikili islemdir. V # W oldugu zaman fazla bir sey sdyleyemeyiz. Ornegin
f:Z2° - R, f(x) = y/z fonksiyonunu diigiinelim. f o f iglemi bir fonksiyon ver-
mez. Nitekim z = 2 alirsak f(f(2)) = f(v/2) olmas: gerekir fakat /2 ¢ Z. Dolayisiyla
fonksiyon bilegkesinin ikili islem olabilmesi i¢in iizerinde tanimli oldugu kiime ile deger
kiimesi ayni olmahdir. Dolayisiyla bilegke igleminin End(V') tizerinde bir iglem belirt-
tigini sOyleyebiliriz. Bu iglemin bazi 6zelliklerine bakalim.

Onsav 3.1.4. f,g,h € End(V), « bir skaler olsun. Asaqidaki ézellikler saglanar:
i. fogeEnd(V),
ii. folgoh)=(fog)oh
iii. fo(g+h)=fog+foh,
. (f+g)oh=foh+goh,
v. folag)=al(fog).

Kanat: Birinci onermeyi kanitlayalim. Herhangi x,y € V igin,

(fog)x+y) = flg(z+y))
= [(9(z) + 9(v))
= f(9(z)) + f(9(y))
= (fog)(z)+ (fog)(y)

-

1
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elde ederiz. Simdi keyfi bir « skaleri alalim. Buradan

(f o g)(ax) = f(g(ax))
= flag(z))
af(g(x))
= a(fog)(z)
cikar. Bu son adim hem besinci 6nermeyi hem de birinci énermeyi kanitlar. Ucgiincii
onermeye gecelim. Keyfi bir x € V' alalim.

folg+h)(x) = f((g+h)(z))
fg(x) + h(x))
= fg(x)) + f(h(x))
= (fog)(@) + (foh)(x)
olur. Buna benzer olé}rak dordiincii 6nerme de kanitlanir. Kanitin o kismi egzersiz olarak
okura birakilmigtir. Ikinci 6nermeyi ise her fonksiyon saglar. Nitekim

(folgoh))(x) = f(goh)(x)) = flg(h(x))) = (f o g)(h(z)) = ((f © g) o h)(x)

esitligi her x i¢in saglanir. O

Baz1 kaynaklarin birebir homomorfizmalar icin monomorfizma, 6rten homomorfiz-
malari i¢in ise epimorfizma isimlerini kullandiklarini gorebilirsiniz. Genel kiltiir olarak
kalsin, biz bu kitapta bu isimlendirmeleri hi¢ kullanmayacagiz. Eger bir homomorfizma
hem birebir hem de Orten ise o homomorfizmaya bir izomorfizma adi verilir. Hem
izomorfizma hem de endomorfizma olan bir déniisiime otomorfizma adi verilir. Eger
iki vektor uzay1 arasinda bir izomorfizma yazilabiliyorsa bu iki uzaya izomorf vektor
uzaylari denir. Homomorfizmalar i¢in kanmtladigimiz her sey dogal olarak izomorfiz-
malar icin de gecerlidir. ki izomorf V' ve W vektor uzaymi V = W olarak ifade ederiz.
Buradaki “=” bagintisi, iki uzay arasinda en az bir izomorfizma oldugunu soyler ve bu
bagint1 bir denklik bagintisidir.

e (Yansima) Her zaman V = V gecerlidir zira Id : V' — V birim fonksiyonu bir
izomorfizmadir.

o (Simetri) Eger V= W ise W = V gegerlidir. Bunu gostermek igin bir 7 : V. — W
izomorfizmasi alalim. Birebir ve ¢rten oldugu i¢in bu doniigiimiin bir tersi vardir.
Simdi 7! : W — V fonksiyonunun da bir izomorfizma oldugunu kanitlayalim:

[. z,y € W alalm. O halde T'(v) = = ve T'(u) = y olacak gekilde v,u € V
vardir. T (u + v) = x + y esitliginde her iki tarafa 7! uygularsak T *(z) +
T Yy) =u+v=T"z+y) elde ederiz.

I1. Keyfi bir a skaleri ve x € W alalim. Onceki maddede yaptigimiz gibi T'(v) =
z olsun. Bu durumda azx = oT'(v) = T(av) gikar. Esitligin en sag ve en
sol tarafina T~! uygularsak T!(az) = av elde ederiz. Bu da dogrusalligi
kanitlar.
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T-!: W — V bir izomorfizma oldugundan simetri ézelligi de saglanir.

o (Gegisme) V=W ve W Z U olsun. O halde T : V — W ve S : W — U yaz-
abiliriz. Onsav 3.1.47in ilk maddesini kanitlarken yaptigimiz hesaplari tekrardan

yaparak S o T : V — U fonksiyonunun da bir izomorfizma oldugunu gozlemleriz.
Buradan V' = U cikar.

Bunu soyle diigiiniin; elimizde sar1 ve mavi futbol toplar1 var. Bu toplarin ikisi ile de
verimli bir basketbol mag1 yapamayiz. Fakat her ne kadar birbirinden farkli olsa da sar
ve mavi toplarla ayni hareketleri; gol, pas, calim vs. yapabiliriz. Bu, sar1 ve mavi topu
ayni sinifta degerlendirebilecegimiz anlamina gelir. Bazi kiimeler ne kadar farkl olsa da
cebirsel 6zellikleri ayni olabilir. Izomorfizma kavrami da tam olarak bu aym ézellikleri
tagiyan uzaylar: tanmimlar. Bagta verdigim R ve {(z,0) : x € R} 6rnegi de tam olarak
bunu anlatiyordu. Dogrusal doéniigimlerde dogrusal bagimsizligin korunmak zorunda
olmadigini soylemistik. Fakat izomorfizmalarda bu 6zellik de korunur.

Onsav 3.1.5. T : V — W bir izomorfizma olsun. X C V kiimesinin dojrusal bajimsiz
olmasu i¢in gerek ve yeter sart T(X) C W kiimesinin dogrusal bagimsiz olmasidur.

Kanat: X dogrusal bagimsiz olsun. T'(X)’in herhangi bir sonlu (w;) eleman toplulugunu
alalm ve her 7 igin T'(v;) = w; olsun.

Zaiwi =0

olsun. O halde
T_l(z aiwi) =0

olmalidir, zira T birebir oldugundan T'(z) = 0 ise Onsav 3.1.1’in ilk maddesinden dolay1
x = 0 olmak zorundadir. Demek ki,

0= T’l(z a;w;) = Z(T’l(aiwi)) = ZaiT’l(wi) = Zaivi

yazabilir. Fakat X’in dogrusal bagimsiz oldugunu biliyoruz. O halde her ¢ i¢in a; = 0
olmaliymig O halde T'(X) dogrusal bagimsizdir. Simetriden dolayr énermenin tersi de
dogrudur. Bu da 6nsavi kanitlar. O

Sonug 3.1.1. 7' : V. — W bir izomorfizma ve E C V' bir taban olsun. O halde T(E)
kiimesi de W uzayinan bir tabanidar.

Sonug 3.1.2. V=W ise dim(V') = dim(W) saglanar.

Goriildiigii gibi dogrusal bagimsizlik da artik korunuyor. Ayrica Onsav 3.1.2°den
otirtt treteglik de korunur. Bu da bize Sonug 3.1.1°1 verir, o da Sonug 3.1.2°yi verir.
Boyut korunuyor, altkiimelerin dogrusal bagimsizligi korunuyor, islemler korunuyor...
Demek ki izomorf uzaylar bayag: bayagi benzer uzaylarmis.

Egzersizler
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Egzersiz 3.1.1. V. W birer vektor uzayr ve T : V. — W bir dogrusal dénisim olsun.
T (V) kimesinin, W 'nun bir altuzay: oldugunu kanatlaywn.

Egzersiz 3.1.2. n > m > 0 tamsaylary i¢in T : F™ — F™ fonksiyonu, T'(ay, ..., an) =
(b1, ..oy byy) tanwmana b; = a; veya b; = 0 olacak bigimde yapalim. Bdéyle bir fonksiyonun
izomorfizma oldugunu kantlayin.

Egzersiz 3.1.3. V' bir uzay ve W herhangi bir altuzay ise V=W & U olacak bi¢imde
bir U altuzayimn varligindan bahsetmistik. U = V /W oldugunu kanatlayn.

Ipucu: Winin bir tabamwma V'nin bir tabamna genisletin.  Yeni eklediginiz eleman-
lar ile onlarn dogal izdiisiimleri arasinda Onsav 3.1.3%0 uygulayp bu fonksiyonun bir
izomorfizma oldugunu gésterin.

Egzersiz 3.1.4. U,V ve W birer vektér uzayr olsun. T :'V — U ve S : U — W birer
dogrusal dontisim olsun. S o T nin bir dogrusal donisim oldugunu gosterin.

Egzersiz 3.1.5. Herhangi bir p(z) € Rz] alalim. T : Rlz] — Rlz] dondsimini
T(q(z)) = p(x) o q(z) olarak tanwmlayalim. T ’nin bir dogrusal donigim olmadigina
gosterin.
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3.2 Cekirdek

Bu boliimde dogrusal dontigtimlerin birebirligi ile ilgili konusacagiz. Bir 7' doniistimiiniin
birebir olmasi igin T'(x) = T'(y) saglandiginda x = y olmasi gerekir. Buna eg deger bir
kosulu ¢ekirdek sayesinde verecegiz.

Tanim. 7' : V — W bir dogrusal déniisgim olsun. O halde
kerT:={x €V :T(x) =0}
kiimesine T 'nin ¢ekirdegi (kernel) adv verilir.

Bazen bu uzaya c¢ekirdek yerine T"nin bos uzay1 dendigini de gorebilirsiniz. Bosg
uzay icin ker T" yerine null(T) kullamlr. Tkisi de ayni seydir, biz bu kitapta ker T' demeyi
tercih edecegiz. Cekirdek V'nin bir altuzayidir. Bunun i¢in énce 7'(0) = 0 oldugundan
0 € ker T oldugunu gorelim. Demek ki ker T' # (). Simdi keyfi a, 8 skalerleri ve x,y €
ker T icin T'(ax 4 By) = aT(z) + BT(y) = -0+ -0 =0+ 0 = 0 oldugunu gorelim.
Buradan ax + fy € kerT oldugu c¢ikar. Bdylece ker T"nin bir altuzay oldugundan
bahsedebiliriz.

Teorem 3.2.1. T': V. — W bir dogrusal donisim olmak tizere asagidaki onermeler es
degerdir:

1. T birebirdir.
2. |kerT| = 1.
3. kerT' = {0}.

Kanat: Her vektor uzayr 0 elemanini icermek zorundadir. Bu yiizden uzayin tek ele-
manli olmas igin gerek ve yeter sart o uzaym {0} kimesine egit olmasidir. Bu kisim
bariz. Simdi birinci ile ti¢iincii 6nermenin denkligini gosterelim.

T birebir olsun ve z € kerT alahm. T'(z) = 0 = T(0) esitligini goz oniine alirsak
T birebir oldugundan z = 0 olmalidir. Dolayisiyla ¢ekirdegin her elemani 0 imis. O
halde ker 7' = {0}. Simdi ters yoni kanitlayahm. ker 7" = {0} olsun. Eger T'(z) = T'(y)
ise buradan, 0 = T(z) — T'(y) = T(x) + T(—y) = T(xz — y) oldugu ¢ikar. O halde
x —y € {0} olmah fakat gekirdegin tek elemano 0 oldugundan z — y = 0 olmal. Bu da
x = y demektir. Birebirlik kanitlandi. O

Boylece ¢ekirdegi tek elemandan olugan dontigtimlerin birebir oldugu sonucuna variriz.
¢ : R — R? fonksiyonu, ¢(x) = (x, 5z) olarak tanimlansin. Bu bir dogrusal déniigiimdiir.

kerpo ={x € R:¢(x)=(0,0)}
={z eR: (z,52)=(0,0)}
={reR:x2=0 & bz=0}
={zeR:z=0}={0}
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oldugundan ¢ dontigiimiiniin Teorem 3.2.1’den 6tiirii birebir oldugunu soyleriz. Birgok
birebirlik kanitinda bu olguyu kullanacagiz. Bir sonraki teorem i¢in bir X kiimesinin
goruntisinin f(X) = {f(z) : * € X} oldugunu hatirlayahm.

Teorem 3.2.2 (Birinci Izomorfizma Teoremi). ¢ : V. — W bir dogrusal déniisiim olsun.
O halde V/ ker p = (V') saglanar.

Kanat: 9 : V/ker¢p — (V) fonksiyonunu 9(Z) = ¢(z) seklinde tanimlayalim. ¢ iyi
taniml oldugundan ¢ da iyi tammhdir. Z,7 € V/ ker ¢ olsun. Boylece

W@ +7y) =z +y) = oz +y) = ex) + oly) = I@) +9(Y)
elde ederiz. Ayrica herhangi bir « skaleri igin
V(o) = d(ax) = p(ar) = ap(r) = ad(7)

saglandigr gortilir. Demek ki ¥ bir dogrusal doniigiimmiis. Simdi birebir ve ortenligi
kanitlayalim. Birebirlik i¢in ker ¢ kiimesine bakabiliriz:

kerd ={z € V/kergp : 9(z) = 0}
={T € V/kery: p(x) =0}
={{r eV:p(x)=0}}
= {ker ¢}
= {0}.
Demek ki ¢ birebirmis. Simdi bir u € ¢(V) alalm. Bir v € V i¢in ¢(v) = u olmali,

bu da J(v) = ¢(v) = u demektir. Demek ki ¥ 6rtenmis. O halde aranan izomorfizma
kanitlanmig oldu. [

ker T’

<y
~

—~
<

S~—"

V =R? v+ kerT T(x,y)=x

R?/ker T = T(R?)

Sekil 10: T(x,y) = x doniisiimii i¢in Birinci Izomorfizma Teoremi
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Sonug 3.2.1. T': V. — W bir dogrusal donigim olsun. V =kerT @& U ve U = V/ker T
olacak bicimde bir U altuzayr vardar.

Bu, Egzersiz 3.1.3’iin 6zel bir halidir. Birinci izomorfizma teoreminin verdigi énemli
bir sonug¢ daha var.

Teorem 3.2.3 (Dogrusal Dontigtimlerin Temel Teoremi). T : V. — W bir dogrusal
dontistim olsun. Bu durumda

dim(V') = dim(ker T') 4+ dim(7'(V))
saglanar.

Kanat: Birinci izomorfizma teoreminden oturit 7(V) = V/ker T saglanir. Demek ki
dim(T(V)) = dim(V/kerT). Ote yandan Teorem 2.4.3 yardim ile dim(V/kerT) =
dim(V) — dim(ker T') elde ederiz. Iki esitligi birlestirerek,

dim(7'(V)) = dim(V') — dim(ker T')

elde ederiz. Esitligin sag tarafindaki dim(ker 7") terimini sola atarsak aradigimiz egitligi
bulmus oluruz. O

Sonug 3.2.2. T : V. — W birebir bir dogrusal donisim olsun. O halde dim(V) <
dim(W) olur.

Kanat: Boyut Teoreminden dim(V) = dim(ker 7") + dim(7'(V')) oldugunu not edelim.
Fakat {0} = kerT uzaymin boyutu 0 oldugundan dim(V') = dim(7(V)) elde ederiz.
T(V), W’nun bir altuzay1 oldugundan buradan

dim(V) = dim(7(V)) < dim(W)
cikar. [

Buradan anlagihiyor ki eger dim(V') > dim(W) ise hicbir 7" : V' — W dogrusal
dontistimii birebir olamaz.

Sonug 3.2.3. T : V. — W érten olsun. O halde dim(W) < dim(V') olur. Ortenlikten
otirid T(V) =W yazabiliriz. O halde boyut teoreminden dtiri

dim(V) = dim(ker T') + dim(WW)
yazilabilir. Bu da aynen dim(W) < dim(V') demektir.

Bu 6nermenin karsit tersi de diyor ki dim(WW) > dim(V) ise hi¢hir T : V. — W
fonksiyonu o6rten olamaz.

Teorem 3.2.4. dim(V) = dim(W) olmak tzere ¢ € Hom(V,W) olsun. Asagidaki
onermeler esdegerdir:
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1. @ birebirdir,
1. @ ortendir,
1. © bir izomorfizmadar.
Kanat: ¢ birebir olsun ve ¢ # 0 olsun. Boyut teoremini kullanarak,
dim (V') = dim(ker ) + dim(Im ¢) = dim(im )

elde ederiz. im ¢, W’nun bir altuzayi oldugundan ve bu altuzayimn boyutu V'nin boyu-
tuna esit oldugundan ¢(V') = W elde ederiz. Bu da ortenligi verir.

¢ orten olsun. O halde (V') = W olacagindan dim(ker ¢) = 0 bulunur. Bu da ker ¢ =
{0} demektir. Dolaysiyla ¢ birebirdir. Hem birebir hem de 6rten bir homomorfizma,
bir izomorfizmadir. O halde ¢ bir izomorfizmadir.

@ bir izomorfizma olsun. O halde ¢’'nin birebir bir fonksiyon oldugu oldukca agiktir.
O

Sonug 3.2.4. T': V — V bir dogrusal dénisim olsun. T birebirdir ancak ve ancak T
ortense.

Onsav 3.2.1. F bir cisim olsun. m,n pozitif dojal saylar olsun ve her 1 < i < m wve
her 1 < j <nigin a;; € F' olsun.

0= 1171 + ...+ A1.nTn

0=amiz1+ ... +amnpoy
denklem sisteminde n > m ise sistemin sifirdan farkly en az bir ¢ézimai varder.
Cok alakasiz duruyor degil mi? Bakin konuyu nasil bagliyorum.

Kanat: T : F" — F™ fonksiyonunu, T'(z1,...,x,) = (Y1,..., Ym) olarak tanmimlayalim
oyle ki her 1 <17 < m igin

n

Yi = § i

j=1
olarak tanimlayalim. Bu dontigiimiin dogrusal oldugunu R i¢in uzun uzun agiklamistik.
Aymni sey herhangi bir F' cismi igin de gegerli. Boyut teoreminden 6tiirii n = dim(ker T') +
dim(7'(F™)) < dim(ker T') + m yazilir. Bu da 0 < n —m < dim(ker 7). Dolayisiyla T’
birebir olamaz. Demek ki sistemin sifirdan farkli en az bir ¢éziimii olmali. O
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Gordiigiiniiz gibi ¢ok ugrasmadik. Daha 6nce kanmitladigimiz bir teoremi kullanarak
uzun goziikken bir kamt yaptik. Dogrusal cebir derslerinde bazen dogrusal denklem sis-
temi ¢oziim yontemleri yer alabiliyor. Bu bir tesadiif degil, bircok yontem vektor uzaylar:
ve dogrusal doniigtimlerin 6zelliklerine dayaniyor.

Egzersizler

Egzersiz 3.2.1 (Ikinci Izomorfizma Teoremi). T : V 4+ U — V/(UNV) fonksiyonunu
T(v) = v+ (UNV) olarak tanimlaymm. Bu donigimin cekirdegini bulun ve drten
oldugunu gésterin. Birinci izomorfizma teoremini kullanarak V/(UNV) = (V+U)/ker T
izomorfizmasiny gézlemleyin.

Egzersiz 3.2.2 (Uciincii Izomorfizma Teoremi). T : V/U — V/W fonksiyonunu T (v +
U) = v+ W olarak tanamlayin. Bu donisimin cekirdegini bulun ve érten oldugunu gos-
terin. Birinci izomorfizma teoremini kullanarak V/W = (V/U)/ker T izomorfizmasin
gozlemleyin.

Egzersiz 3.2.3. T : V. — W olsun. X C V kimesinin dogrusal bagimli olmast igin
gerek ve yeter sartin f(X) C W kimesinin dogrusal bagiml olmast oldugunu kanitlayin.

Egzersiz 3.2.4. 20+y—z = 0 ve bx—3y+2z = 0 denklem sisteminin z = x = y = 0’dan
farkly bir ¢ozimi oldugunu gésterin.
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3.3 Matrisler

Sonlu tabanlh bir V' uzay: icin bir T : V' — W dogrusal doniisiimii alalm. Onsav
3.1.2’den 6ttirit V'nin her tabaninin 7' altindaki gorintiistintin 7'(V) uzayimi trettigini
biliyoruz.

Not: Kimi kaynaklarda T'(V') yerine im 7" yazabilmektedir. Bundan bdyle biz de ko-
laylik agisindan bu gosterimi kullanacagiz.

O halde eger {ey, ..., ¢, } kiimesi V'nin bir tabani ise {f(e1), ..., f(e,)} kiimesi im 7" uza-
yini iiretir. Bundan dolay1 herhangi bir w € imT" vektoriini ey, ..., e, cinsinden yazabil-
iriz. Hatta, daha iyisini yapabiliriz. {f1,..., frn} € imT, gortinti kiimesinin bir tabani
olsun. Her 1 <%k <n ve 1 <¢ < m icin Oyle a;; skalerleri vardir ki

m

T(ex) =Y amfi

i=1
yazilabilir. Daha acik yazmak gerekirse,

T(el) = a11f1 + ...+ amlfm
T(es) = arnfi + ... + amafm

T(en) = aimfi+ - + Gmnfm

gibi bir sistemden s6z edebiliyoruz. Buradaki a;; katsayilarin tablolagtiralim:

a1 a12 ... Qip
921 A29 ... Q9pn
A=
[ Am1 Qm2 .-+ Gmn |

Bu tablodaki i'nci siitun, T'(e;) kiimesinin her bir elemaninin f1, ..., f,,, tabaninin dogrusal
kombinasyonuyla yazildiginda katsayilarin siralanmasindan geliyor. Dolayisiyla tablo-
nun n adet siitunu ve m adet satir1 bulunur. Bu tabloya bir m X n tipinde bir ma-
tris denir. Matrisi yazarken sira 6énemli oldugu icin bazen taban yerine sirali taban
dendigine sahit olabilirsiniz. Eger v € V' ise bazi ¢y, ...c,, skalerleri i¢in,

n m

T() =T erer) = Y aTler) =Y Y anfi=>_ > (cram)fi (%)

k= i k=1 1=
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yazilabilir. Buradaki v vektori, ¢y, ..., ¢, katsayilar1 ve ey, ..., e, tabam tarafindan tek
tirli yazildigindan bu vektori o

1
Co

Cn

matrisi biciminde egsiz bir sekilde ifade edebiliriz. Simdi

a1 a19 ... Qip C1
€1011 + C2Q12 + ... + Cplin
921 929 o Qop (&)
C10m1 + C20m2 + ... + Crlmn
_Clml Am2 ... amn_ _Cn_

tanimini yapalim. Sagdaki matrisin m x 1 tipinde, her ¢’inci satirmin T'(v) = by f1 + ... +
b frn yazamindaki b; katsayisina egit olduguna dikkat edin. Bunu (*) ile isaretledigimiz
egitlikten hemen gikardik. Birazdan bu ¢arpma isleminin dagilma ve birlesme 6zellikleri
oldugunu gosterecegiz. Ondan once birkag¢ gozlem yapalim, mesela S : W — U bir
dogrusal dontigiim olsun. U'nun bir gy, ..., g, tabanimi secelim ve T'(f1),...T(fn) eleman-
larinin katsay1 matrisini yazalim. Bu matrisi demin yaptigimiz gibi

b11 b12 . blm
b21 b22 e b2m
B Pt
_brl br2 oo b'rm_

gibi bir matristen s6z edebiliriz. Soru su: S o T bileskesinin matrisini a;;, b;; katsayilar
cinsinden ifade edebilir miyiz? Bunu denememiz lazim. Bunun igin SoT'(ey), ..., SoT (e,)
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elemanlarinin gy, ..., g, tabanina gore katsayilarini belirlememiz gerekiyor. Hesaplayalim:

S o} T(ek) = S(T(€k>)
= SO awnf)

i=1

aS(f3)

Qik Z bjig;
j=1

> (aibii)g;

1

I

s
Il
—

NE

i=1

-
Il

NE

.
Il

=1

M%
NE

(bjiair)g;

1 1

<.
Il

J

Demek ki yeni matrisin &'mc1 siitununu yazmak icin ¢’inci satirma y .-, (bj;a;;) sayismin
yazilmasi gerekiyormus. Bdylece bilegke fonksiyonun matrisi

m m m
Doy buain Do b o DL buidin

m m m
Doy briain D0 briain o 301 briain

seklinde olmaliymig. Bu matrisi tamamen daha 6nce tanimladigimiz A ve B matrislerinin
katsayilarindan olugturduk. Bu matrisi B - A ile gosteririz ve B ile A matrisinin ¢arpimi
oldugunu soyleriz.

[an Q12 a13] o C10

C21 C22

Sekll 11: Matris Qarpma& Ornegi (CH = anbn + a12b21 + a13b31)

Eger herhangi bir miihendislik dalinda lineer cebir goriiyor olsaydiniz nereden geldigini
bilmeden bu ¢arpmay1 kullaniyor olurdunuz. Evet, yabanci i¢in ¢ok yapay bir ¢carpma
gibi duruyor fakat bu ¢arpma formiilii géormiis oldugunuz tizere dogrusal déniigiimlerin
bilegkelerinin matris gosterimlerinin dogal bir sonucu olarak geliyor. O zaman daha kolay
tahmin edebileceginiz bir sey soralim. S,7T : V — W iki dogrusal doniigiim olsun. S+T
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fonksiyonunun matrisi hakkinda ne soyleyebilirsiniz? Akliniza gelen ilk cevap dogru.
Simdi bunun da kamtini yapalm. T'(ey) = c1f1 + ...Cmfin ve S(ex) = difi + ... + dinfim
olsun. Kolayca gortilecegi tizere;

(S+T)(ex) =S(er) +T(ex) = (a1 fr + .. +Cmfm) + (difi + .. + din fin)

= (1 +d)fi+ o+ (Confon) fom

yazabildigimizden matrislerde de her bir satir ve siitunu ayr1 ayr1 toplayarak yazmamiz
yeterli:

ailr a2 ... Qip bi1 bz ... b, a1 +b11 ap+by ... ai, + b1,

Aml Am2 - Qmp bml bm2 bmn am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn

A ve B matrisini toplayabilmeniz i¢in ikisinin de m x n tipinde olmasi gerekiyor.
Halbuki carpma yaparken carpmanin sag bileseninin m X n tipinde ise sol bilegseninin
r x m tipinde olmasi gerekiyordu. Hem bilegske hem de toplama islemini yapabilmemiz
icin hem m = n ve r = m saglanmasi gerekiyor. Yani yalnizca n x n tipindeki matrislerle
iki islemi birden yapmak anlamli olur. Matris ¢arpmasinin degigsmeli olmadigina dikkat
edin, zira fonksiyon bilegkesi de degismeli degildir.

Tanim. V' sonlu boyutlu bir vektér uzayr olmak tizere birer e, f siwraly tabanlary alalim.
Bir T € End(V) dogrusal dénisiminin bu tabanlara gére matrisini M. ¢(T') olarak
gosterecegiz.  Ayrica Myxm(F) ise girdileri F cisminden olan n x m tipindeki tim
matrislerin kimesi olsun. Eger n =m ise M, (F) yazacagiz.

Buraya yaptiklarimizdan su sonuca varabiliriz ki ¢ : M, (F) — End(V) fonksiy-
onunu birebir ve oérten sekilde yazabiliriz 6yle ki p(AB) = p(A) o p(B) ve p(A+ B) =
©(A)+p(B) olur. Boylece M,,(F) ile End(V') arasinda bir halka izomorfizmas: bulunur.
Bu kitapta heniiz "halka” taniminmi1 yapmadik ¢iinkii ihtiyacimiz olmadi. Séyle diistintin,
cisimlerdeki ”sifirdan farkli her elemanin ¢arpmaya gore tersi olma” kogulu ile "carpmaya
gore degisme” Ozelligini ¢ikarirsak halka taniminm elde ederiz.

Tanim. R bostan farkly bir kiime olmak dzere (R,+, X) su ozellikleri saglasin (x X y
yerine xy yazacagiz):

e R toplamaya gore bir grup,

e Hera,b,c € R igin a(bc) = (ab)c,

o Oyle bir 1 € R vardwr ki her a € R i¢in al = la = a,

e Her a,b,c i¢in a(b+ ¢) = ab+ ac ve (b+ ¢)a = ba + ca.

O halde (R, +, x) dglistine bir halka denir.
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Onsav 3.1.4ten otiirit End(V) bir halkadir. Bunu matrisler icin de soyleyebiliriz.

Sonug 3.3.1. Herr € F icin;

aii a19 ... Q1p rai rayzg2 ... TQip
921 a29 ... QA29p ras ragy ... TQop
T —=
_am1 A2 ... amn_ _Taml rama ... Tamn_

tanymane yapalim. Bu skalerle carpma islemi ile birlikte M, (F) bir vektor uzaydur.
Ayrica matris ¢arpmast ve toplamasina gore M., (F') kiimesi bir halkador.

Boylece anlamig olduk ki matrisler, carpmaya gore birlesme 6zelligine, carpmayla ve
toplamayla dagilma oOzelligine sahiptir. Ciinki onun muadili olan endomorfizmalar da
bu o6zelliklere sahiptir.

Simdi bazi 6zel matris tirlerini taniyacagiz. Idy : V' — V birim doniigiimiint ele
alahm. V uzaymin bir eq, ..., e, tabanin yine kendisi ile ifade eden matrisi yazabiliriz.
Her 0 <i < n igin Id(e;) = e; olacagindan doéniigiimiin matrisi de

100 .. 0
010 .0
001 .0
000 .. 1

seklinde goziikiir. Bu matrise birim matris adi verilir ve [ ile gosterilir. Tahmin edilecegi
tizere uygun bir A matrisi icin Al = I A = A saglanir. Bunu, fonksiyonlardaki f o I'd =
Ido f = f esitliginden rahatlikla elde ederiz. Dikkat edeceginiz iizere birim matrisler her
zaman n X n tipindedir. Bu tiir matrislere kare matris denir. Eger bir B matrisi i¢in
AB = BA = | saglaniyorsa B matrisine A'nin tersi denir ve B = A1 olarak gosterilir.
Ters matrisler, birebir ve 6rten doniigiimlerin terslerini ifade edebilirler. Bu agidan 6nem
arz ederler. Buna benzer olarak sifir matrislerini ele alabiliriz. Birim matris, carpmaya
gore birim eleman iken sifir matris toplamaya gore birim elemandir.

00 .. 0
00 .. 0
00 .. 0

Bu matris, her girdisi sifir olan matristir. Bu matrisi 0,,«,, olarak gosterecegiz. Girdileri
a;; olan bir kare matriste eger her ¢ # j icin a;; = 0 saglaniyorsa o matrise kogegen
matris ya da diyagonal matris denir.
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Tanim. A € M, (F) olsun. Eger bir n > 2 tamsayisi i¢in A" = 0,5, oluyorsa A’ya
stfur kuvvetli (nilpotent) matris denir.

Tahmin edebileceginiz tizere eger M(T') matrisi sifir kuvvetli ise her = vektori i¢in
T"(x) = 0 olur. Klasik bir 6rnek olarak sunu verelim:

0O 1/{0 1] 10 O
0 0/{0 O] |0 O
oldugundan bu matris sifirkuvvetlidir.

Tamim. Bir A € M, (F) matrisi i¢cin AB = BA = I ézelligini saglayan bir B € M,,(F)
matrisi varsa A’ya tersinir, birimsel ya da diizenli matris denir.

Onsav 3.3.1. Bir matris hem sifir kuvvetli, hem de tersinir olamaz.

Kanat: A # 0,,«, matrisinin hem sifir kuvvetli hem de tersinir oldugunu varsayalim. A
tersinir oldugu i¢in AB = BA = [ 6zelligini saglayan bir B matrisi vardir. Ayrica bir
n > 2 icin A" = 0,5, olsun déyle ki A"t £ 0,,,,. Bu durumda

Opxn = OpxnB = A"B = A""Y(AB) = A" ' £ 0
celigkisini elde ederiz. O
Onsav 3.3.2. A € M,,(F) matrisi ssfir kuvvetli olsun. O halde I — A matrisi tersinirdir.
Kanat: A sifir kuvvetli oldugundan bir n dogal sayisi icin A™ = 0,,«,, olur. O halde;
I=I1"=1"—0po=I1"—A"=(I - A) T+ A+ A%+ ..+ A"
esitliginden istedigimizi elde ederiz. [
Sonug 3.3.2. A sifir kuvvetli ise A — I matrisi tersinirdir.
Kanat: [ — A matrisinin tersinir oldugunu biliyoruz. Bir B matrisi igin:
(I—A)B=1.

olur. Ufak bir manipiilasyonla
(A=I)(=B) =1

elde ederiz.
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Onsav 3.3.3. (Coraplar ve Ayakkabilar: Ozelligi) A ve B tersinir matrisler olsun. O
halde (AB) matrisi de tersinirdir. Bu matrisin tersi (AB)™! = B~Y A~ seklinde bulunur.

Kanat: A matrisine kargilik gelen birebir ve oérten bir 7' : F™ — F™ her zaman yaz-
abiliriz. Bunun i¢in T'(v) = Av tanmmi yapmamiz yeterli. Aymi gekilde B matrisi igin
de birebir ve orten bir .S dontigiimii yazabiliriz. O halde T o S déniistimii de birebir ve
ortendir. O halde AB de tersinirdir.

Simdi ikinci ciimleyi kanmitlayalim. Bu 6zellik, coraplar ve ayakkabilar: 6zelligi olarak
gecer. S0yle diiglintin; disar1 ¢ikarken once goraplarinizi sonra da ayakkabilariniz giy-
ersiniri, Oyle degil mi? Eve geri geldiginizde ise 6nce ayakkabilarinizi sonra da co-
raplarinizi gikarmaniz gerekir. Giyme ve ¢ikarma gibi ters islemler yaparken iglemin
elemanlar ters sirada olacak sekilde yapilir. Burda da o gekilde bir sey diigtinebilirsiniz:
AB matrisinin tersi A~!B~! olmaz, B~'A~! olur. Kamt bu degil tabii ki, hemen onu
da yapalim:

I = (AB) *(AB)

IB™'=(AB)'A
IB'A™' =B A = (AB)™!

islemini yapmak yeterli olacaktir. Yani sirasiyla B’yi ve A’y1 karsiya attik ve kaniti
tamamladik. O

Aymi sey fonksiyon tersi igin de gecerli (f o g)™' = g7 o f~1. Bir ikili igleme gore
ters alindigl zaman gegerli olan genel bir kuraldir bu.
[

Egzersizler

Egzersiz 3.3.1.

o O O
S O N
S ot W

matrisinin sifirkuvvetli oldugunu gosterin.

Egzersiz 3.3.2. ad — bc # 0 olmak tizere bir

a b
c d
matrisi alalim. Bu matrisin tersini bulun.

Egzersiz 3.3.3. T : R® — R? dogrusal dondisimiini T(x,y,z) = (2x + 2y, 2) kural ile
verelim. Kanonik tabanlara gore bu dontstime karsilik gelen matrisi bulun. Bu matrisin
tersinir oldugunu gosterin.
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Egzersiz 3.3.4. T : V — V bir dogrusal dénisim olsun. Herhangi bir taban secilmis
olsun. M(T') matrisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun T 'nin birebir olmast
oldugunu kanitlayiniz.

Egzersiz 3.3.5. Ll) ﬂ matrisinin tersinir oldugunu gosterin.

Egzersiz 3.3.6. Sufirdan farkl bir A matrisi icin AB = 0,x, esitligini saglayan sifirdan
farkly bir B matrisi varsa A matrisine sifir bolen denir. Bir matrisin hem tersinir hem
de sifir bolen olamayacagini gosterin.

Egzersiz 3.3.7. Onsav 3.3.2°nin tersinin dogru olup olmadiginy arastirin. Bagka bir
deyisle bir A matrisi i¢in I — A matrisi tersinir olsun. Bu durumda A sifir kuvvetli olur
mu?

Egzersiz 3.3.8. A sufir kuvvetli bir matris ise — A’ ’man da sifir kuvvetli oldugunu gdsterin.

Egzersiz 3.3.9. A sifir kuvvetli bir matris ise I + A matrisinin tersinir oldugunu gos-
terin.

Egzersiz 3.3.10. M, ., (F) kiimesinin F cismi tzerinde mn boyutlu bir vektor uzay
oldugunu dogrulayinz.

Egzersiz 3.3.11. GLy(R) = {[Z 2

carpmast altinda bir grup oldugunu gosterin. Bu gruba genel lineer grup adi verilir.

€ My(R) : ad — be # 0} kimesinin matris

Egzersiz 3.3.12. Reel sayilar tizerinde dyle iki A, B kare matrisi bulun ki AB # BA
olsun.

Egzersiz 3.3.13. Boyutlar: esit olan V, W wvektor uzaylary i¢in bir T : V. — W dogrusal
doniistimi alalim. Birer eq,...,e, € V ve f1,..., fn € W tabani alalim. Her 1 < i <mn
icin T'(e;) = a; fi olsun. O halde M(T') matrisine k6gegen matris denir. Bu matrisin
neye benzedigini a¢iklayin. A ve B kosegen matrisler olsun. Matrislerin siraswyla i’inci
satir j'inci girdilerine a;; ve b;; ismini verelim. C = AB igin ¢;; = a;jb;; oldugunu
gosterin. (c;; elemans C' matrisinin i’inci satur ve jinci situn girdisidir.)

Egzersiz 3.3.14. v bir vektor ve A bir matris olsun. A(v+ w) = Av + Aw ozelliginin
dogru oldugunu gésteriniz. Bir X\ skaleri i¢in A(Av) = M Av) oldugunu dogrulayiniz.
Dogruladiktan sonra her matrisin bir T(v) = Av déndsimine karsilik geldigini gos-
teriniz.
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3.4 Dual Uzay

Bir V' vektor uzay1 alalim. Her seferinde agikga belirtmesek de bu uzayin bir F cismi {iz-
erinde tanimlandigini biliyoruz. Hatta F cisminin kendisi iizerine vektor uzayi oldugunu
da biliyoruz. Neden bir f : V' — F dogrusal doéniigiimii yazilamasin ki? Bu tiir bir
dontigiim 6zel bir dogrusal doniigimdiir ve dogrusal form adini alir. Hom(V, F) uza-
yina V'nin dual uzay1 adi verilir ve kisaca V* ile gosterilir. Daha da once de konug-
tugumuz gibi V* kiimesi ashnda Func(V, F) uzaymin bir altuzayidir.

o mi(ay,as,...,a,) = a; kural ile tanimlanmig m; : F* — F fonksiyonu bir dogrusal
formdur. Bu tir bir fonksiyona izdiisiim fonksiyonu da denilebilir.

n

e Bir ¢1,...,c, € F icin p(ay,...,a,) = > ;_, c;a; kural ile verilen ¢ : F* — F

fonksiyonu da bir dogrusal formdur.
o Sabit sifir fonksiyonu, bir dogrusal formdur.
o Eger V # F ise birim fonksiyonun dogrusal form olma imkani yoktur.

e V'nin bir vy, ...,v, tabamm alalm. v = a;v; + ... + a,v, yazilsin. Bu tipte bir
yazilim tek tiirli oldugundan e;(v) = a; fonksiyonunu iyi tanmimlayabiliriz. Bu
fonksiyon bir dogrusal formdur.

Son tipteki dogrusal formlara yakindan bakalim. Bu sekilde e;(v), e2(v), ...e,(v) gibi n
farkli fonksiyon yazabiliriz. Bu, V* uzaymm bir tabanimi olugturur. Boylece dim(V') =
dim(V*) sonucuna varabiliriz. Bunun i¢in herhangi bir f € V* alalim. Her v € V i¢in

fv) = f(Z a;v;) = Z flav;) = Zaif@i) = Z ei(v) f(vi)

yazabiliriz. Burada her 7 igin f(v;) € F oldugunu unutmaymn. v € V keyfi oldugundan
f(v) fonksiyonu, e;(v) fonksiyonlarmm ve f(v;) katsayilarinin dogrusal kombinasyonu
olarak yazilmig oldu. Boylece f € (e1(v), ..., e,(v)) oldu. O halde V* = (e1(v), ..., e,(v))
oldugunu kanitlamig olduk.

Dual uzaydaki herhangi bir doniigiimiin matrisi n x 1 seklinde olur. Demek ki V* =
M1 (F). Bu durumda Egzersiz 3.3.10’da yaptiklarimizdan 6tiiri

dim(V*)=n-1=n

olmaliymig. O halde {e;(v), ..., e,(v)} kiimesi minimal bir iireteg kiimesi olmaliymig. Bu-
radan e (v), ..., e,(v) vektorlerinin dogrusal bagimsiz oldugu gikar. O halde e;(v), ..., e, (v)
vektorleri V* uzayinin bir tabaniymig. Bunu dolayli yoldan hesaplamak da miimkiindiir.
Nitekim her v € V' i¢in

cre1(v) + ... + cpen(v) =0

ise birazcik manipiilasyon kullanarak

(cre1 + ...cnen)(v) =0
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yazabiliriz. Gerekirse v’yi iirete¢ kiimesinden alarak v = v; varsayimmini yapabiliriz.
Buradan her 7 i¢in
0= (c1e1 + ...cnen)(v;) = ¢

gelir. Bu da her 7 i¢in ¢; = 0 demektir. Bu buldugumuz tabana dual taban ad: verilir.
Tamim. f € Hom(V, W) olsun. f*: W* — V* dondisimd,
flle)=pof
olarak verilsin. Bu doniisime f nin dual dontigiimii denir.
ft € Hom(W*, V*) oldugunu gosterelim. T',.S € Hom(V, W) olsun. O halde
fi(T+8S)=(T+S)of=Tof+Sof=f(T)+ f(9)
yazabiliriz. Jimdi bir a skaleri i¢in
fi(aT)=(aT)o f =a(T o f) = af"(T)
oldugunu gorelim. Demek ki f! gercekten de bir dogrusal dontistim olur.
Onsav 3.4.1. S, T € Hom(V, W) ve a € F olsun. O halde asaqidaki ézellikler saglanar:
. (S+T)=8"+T",
ii. (aT)' = aT",
iii. (SoT) =T"oS"
Kanat: Herhangi bir ¢ € Hom(V, W) alalm. Rutin bir hesapla;
po(S+T)=p(S+T)=(S)+e(T)=5"(p) +T"(¢)

elde ederiz ve bu da (7) 6nermesini kanitlar. (i7) 6nermesi de aym sekilde hesaplanabilir,
kanmt okura birakilmigtir. (4i7)’yi kanitlayalim. Bu da,

(SoT)(p)=¢po(SoT)=(poS)oT =T o(poS)=(T"05")(p)
esitliginden kolayca cikar. ]

En nihayetinde dual dontigiimler de bir dogrusal doniisim. O halde bir tabana gore
matrisini yazabiliriz. Bunu yapmay1 deneyelim. A = M(T) ve B = M(T") olsun. A ile
B matrisleri arasinda bir iligki kurmay1 deneyecegiz. V* uzayinin bir eq, ..., e, tabanini,
W* uzayimn bir f1, ..., f,, tabanini, W uzayimin bir wy, ..., w,, tabanini ve V uzayimin bir
U1, ..., v, tabanim ele alalim. b;; skaleri, tahmin edilebilecegi tizere B matrisinin 7’inci
satir ve j'inci stitununa denk gelen girdisi olsun. Ayni seyi a;; skaleri ve A matrisi icin
de soyleyelim. Tanim olarak

T f;) = Z briex
k=1
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yazabiliyoruz. Bu esiligin sol tarafini acalim, her 1 < j < n igin:
T'(fi(vy)) = fio T(v;) meer v;)

Buradaki e, (v;) ifadesi ancak ve ancak r = j ise 1 olarak ¢ikar, yoksa 0 olarak gikar.
Bunu kullanarak bu toplamda hayatta kalacak tek ifadenin c;j; olmasi gerektigini buluruz.
Bir sonraki adimda ise

fioT(v;) = fi(T(vg)) = i) arjwy) =Y arifiw,) = ay

r=1 r=1

oldugunu gériiriiz. O halde bu iki esitlikten a;; = bji cikar. Oncelikle M(T) n x m
tipinde ise M(T") matrisi de m x n tipindedir. Ayrica bu matrislerden birindeki a;;
girdisi ile digerinin bj; girdisi esittir.

%
M(T) M(TY)
a11 a1

ai aio ais
aio a2

a1 22 23
ais @23

Sekil 12: Ornek birer M(T), M(T") matrisi

Buradaki M(T") matrisine, M(T) matrisinin devrigi (ya da transpozu) adi verilir.
Bir A matrisinin devrigini A veya AT olarak gosterebiliriz. Onsav 3.4.1’den 6tiirii direkt
olarak (A+B)T = AT+ BT, (rA)T =rA" ve (AB)" = BT AT ozelliklerini yazabiliyoruz.
Bu o6zellikleri eger dogrusal doniigtimleri kullanmadan matris tizerinden yapsaydik epey
bir zorlanirdik. Zira matrisler gibi biiyiik tablolar: kullanarak islem yapmak hem yer hem
de vakit kaybi. Onun yerine dogrusal doniigimlerdeki taban ve tabanlarin indisleriyle
yaptigimiz hesaplar bize daha hizli cevaplar veriyor. Bu saatten sonra kim matrisler
gibi biiytik say1 girdileri olan sistemlerle iglem yapmak istesin ki? Umariz dogrusal
doniigiimlerle matrisler arasindaki iligkilerin énemi béylece daha agik olmustur. Size bir
soru: Bir tersinir A matrisi igin (A™1)7 = (AT)™! 6zelligini kanmitlayabilir miyiz? Bir
matrisi tablo geklinde yazarak tersini bulup sonra da devrigini bulmak oldukc¢a zor bir
islemdir. Fakat biz dogrusal doniigiimler yardimiyla (AB)T = BT AT egitligini zaten
gostermistik. Bu esitlikte B = A~! alarak

I=1"=(AA YT = (A HT AT

oldugunu gosterebiliriz. Esitligin sag ve sol tarafim (A7)~ ile carptigimizda istedigimiz
seyi elde ederiz. Burada birim matrisin devriginin kendisine esit oldugunu kullandigimizi
gormekteyiz. Bu, bitiin kogsegen matrisler icin gegerlidir. Bu tiir matrislere simetrik
matris ad1 verilir. Yani A = AT saglaniyorsa A bir simetrik matristir.
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Tanim. Bir matrisin bir sitununu sabitleyip vektorlestirelim: v; := (an, G2, ..., Gin) €
Fr. dim(vy, ..., vp) saysina matrisin ranky adv verilir. Bir A matrsinin ranki rank A
ile gosterilir.

Bu tanimdaki v; vektorleri siitun vektort adimi alir. Benzer sekilde satir vektorlerini
de tanimlayabiliriz. Bunun i¢in u; := (a1, ag;, ..., @) tanimini yapalim, bu u; vektorine
satir vektorii denir. Bu sefer sabit bir satir alip girdileri vektor haline getirerek wu;
vektorini tanimladik.

)
mii mi2 mis
[m21 Mmoo Mg Stitun vektori
msi ms2 mass

Satir vektorii
Sekil 13: Birer Adet Satir Stitun Vektori

Onsav 3.4.2. Bir A matrisinin satur vektorleri uy, ..., un, ve situn vektorleri vy, ..., vy
olarak verilsin. O halde

dim((uy, ..., up)) = dim((vy, ..., v,)) = rank A
esitligi saglanar.
Kanat: dim((vy,...,v,)) = rank A esitligi zaten tammdan geliyor. Simdi T : F" — F™
dontigiimiinii T'(v) = Av olarak tamimlayarak:
dim((uy, ..., Uy,)) = rank AT
= dim(im 7")
= dim(im7T)
= rankA
= dim((vy, ..., vp))
elde ederiz. Bu da 6énermeyi kanitlar. O

Bu 6nermeyi kanitlarken dual uzayimn boyutunun uzayin boyutuna egit oldugunu kul-
landik. Bu gecis sayesinde satir ranki ile siitun rankinin egit oldugunu kanitlayabiliyoruz.

Egzersizler

Egzersiz 3.4.1. Verilen matrislerin ranklarins bulunuz.

3 2 -2
Lol [ 48] |1 58
5 3l |4 1L 0[5 6 9

4 5 1| [3 4 5

0 -1 0
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Egzersiz 3.4.2. Her kare A matrisi i¢in (A + AT)T = A+ AT oldugunu gésteriniz.

Egzersiz 3.4.3. Bir ailede yaslar: biiytikten kiigcige dogru swraswyla Ky, Ko, K3, K4,5
adinda kardesler olsun. Bu kardeslerden kiicik olanlar biyik olanlara ”Abi!” seklinde
seslenirken, buyiikler kigtiklere adu ile sesleniyor. Bu durumu,

o 0: Abi diye seslenenler.

e 1: Adsi ile seslenenler.

olmak “izere matrislestirin. Simdi durumu tersine cevirelim, biyikler kiciklere ”Abil”

desin ve ktictikler biytiklere adv ile seslensin. Bu durumdaki matris orijinal matrisle
nasil bir iliski i¢indedir?
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3.5 Taban Gecis Matrisleri

Matrisleri yazarken tabanlari kullaniyoruz. Sistem basit: Tanim kiimesinden bir ta-
ban al; o tabanin gértintii kiimesini bul; uzayin goriintii kiimesini bul; tabanin gortintii
kiimesinin elemanlarini uzayin goriintiisiiniin tabani seklinde yaz; her bir katsayiy1 sirayla
bir siituna diz ve ta da! Bir matris olugturduk. Fakat bu durum yeterli olmayabilirdi.
Bildigimiz gibi bir uzayin birden fazla tabani olabilir. Bizim bu boliimdeki amacimiz ise
bu tabanlar arasindaki iligkiyi kurmak olacak.

Oncelikle Id : V — V dogrusal déniisiimiinii ele alahm. Bu déniisiimiin ma-
trisinin birim matris oldugunu diigtiniiyorsaniz bu diigtinceniz hem dogru hem de yanlhs.
Dogrudur, eger goriintii ve tanim kiimesinden ayni tabani segerseniz birim matris elde
edersiniz, fakat eger ey, e, ...,e, ve fi, fo,..., fn gibi iki farkli taban secerseniz bu du-
rumda her ¢ siitunu igin;

Id(e;) = e1 = ayif1 + agifo + ...ani f

gibi bir yazilim elde edersiniz. Dolayisiyla birim matris elde etmeyebiliriz de. Ornegin
R? uzayinda {(1,0), (0,1)} ve {(2,3), (—1,4)} tabaninlarim secelim. Bu durumda;

(1,0) = %(2,3) - 1—31(—1,4)

(0.1) = -(2,3) + = (~1,4)

4/11  1/11
-3/11 2/11
tris hi¢ de birim matris degildir. M (Id) matrislerine gegis matrisi adi verilir. Bu
matris, bir uzayin iki taban arasindaki gecisi ifade eder. Daha acik olmasi agisindan
tanim kiimesinden bir e tabani ve goriintii kiitmesinden bir f tabani secelim. Bu matrisi
M. ¢(Id) olarak da gosterebilecegimizi animsatalim.

olacagindan, M (/d) matrisini olarak buluruz. Gorildigu tizere bu ma-

Onsav 3.5.1. M, ;(T)M.,(S) = M. ;(ToS)

Bu 6nerme, matris ¢arpmasinin tanimindan ve dogrusal dontigiimlerle iligkisinden
hemen cikar. Biz bu énermenin daha dogal bir sonucu ile ilgilenecegiz.

Sonug 3.5.1. I = M. (Id) = M ;(Id)M;(Id) = My (Id) M. (Id)

Bu 6nerme, bir matrisin tersini bulmak icin bize bir bilgi verir. Onsav 3.5.1’in direkt
bir sonucudur.

Onsav 3.5.2. T € End(V) olsun. A= M_,.(T) ve B= M;;(T) olsun ve C = M, ;(Id)
olsun. Bu durumda,

A=C'BC

esitligi saglanar.
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Kanat: Onsav 3.5.17 iki kere uygulayalim.
M (T) = Mey(ToId) = Mep(Ido T) = My (Id)M;s(T) = My (1d)B
Buradan M. ;(T) = C~'B elde ederiz.
M f(T) = Mo j(T 0 1d) = M, (T) My, (Id) = AC™!
Buradan AC~! = C7!'B gelir. O halde bu esitligi
A=ACT'C)=(ACHC = (C'B)C =C"'BC
seklinde diizenleyerek istedigimizi elde ederiz. ]

Matrisler ve taban gecislerinin birden ¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan en énemlisi
dogrusal denklem sistemleridir. Onsav 3.2.2’de, matrislerin nasil denklem ¢oziimiinde
kullanilabilecegini gordiik. Biz de bu gibi geyler yaparak denklem sistemlerini nasil
¢ozebiliriz?

a1y + a12T2 + - -+ AT, = by

2121 + 29T 2 + -+ aA9n Ty — b2

Am1T1 + AQp2X2 + - - - + App Ty = bm

Bir denklem sistemi olsun. Bu sistemdeki her bir denklemi saglayan x = (21, xg, -, x,)
vektorlerine sistemin bir ¢oziimii denir. b = (by, - ,b,,) olsun. Bir
ay; a2 ... Qip
A—
1 Gm2 o Qmn

matrisi i¢in bu sistemi Az = b olarak kisaca ifade edebiliriz. Eger dogrusal doniigiimleri
tanim olarak kullanmak istiyorsaniz

T:F" = F™ T(v) = Av

i¢in denklemi b = T'(v) olarak da ifade edebiliriz. Bu denklemin en az bir ¢6ztimii olmasi
icin gerek ve yeter gsartin b € im 7T olduguna dikkat edin. Eger 7" 6rten ise denklemin
bir ¢cozliimi olmas: gerektigi bariz. Genel bir sey soylemeden 6nce 7"nin ne zaman 6rten
oldugunu n = m iken Teorem 3.2.4 sayesinde daha rahat bir gekilde anlayabiliyoruz.
Bunu bir sonraki teoremde kullanacagiz.

Teorem 3.5.1.
1171 + @192 + -+ + a1, = by

A21T1 + Q92T + * + + + Ao Ty = bQ

Ap1T1 + GpaX2 + -+ + App Ty = bn

bir denklem sistemi olsun. Sistemi Ax = b formunda diginin: rank(A) = n olmas
icin gerek ve yeter sart denklemin yalnizca bir ¢ozimi olmasidar.
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Kanat: Bu oldukga kolay bir kanittir. rank(A) = n olsun. Denklem, dogrusal doniigiim
olarak T'(xz) = b sistemine karsilik geliyor olsun. O halde, rank A = dim(imT) olur.
Teorem 3.2.3’ten

dim(F") = n = dim(ker T") 4+ dim(rank 7") = dim(ker T') + n

elde edilir. Demek ki 7" birebirmig. Teorem 3.2.4’ten 6ttirti 7' bir izomorfizma imig. O
halde T'(x) = b denkleminin yalnizca bir ¢dziimii vardir.

Ters yone bakalim. Denklemin yalnizca bir ¢oziimii olsun. O halde |kerT| = 1
olmalidir. Demek ki dim(ker 7") = 0 olmaliymig. Teorem 3.2.3’ten sonug gelir. ]

Peki ya rank A < n ise ne olur? Hemen inceleyelim: Diyelim ki rank A = m. Bir x €
F vektori, T'(z) = Ax = b sisteminin bir ¢éztimi olsun. Agik¢a z = (21,22, -+, Ty)
yazalim. A matrisinin ranki, n’den kii¢lik oldugundan satir vektorleri dogrusal bagim-
lidir. Bu vektorlerden m tanesi taban belirtecek sekilde n —m tanesini eleyelim. Bu ele-
nen satirlar ;,,--- ,z;  satirlarina denk gelsin. O halde x vektori, b;,, - ,b;, , =0
olacak sekilde 7|z« (x) = (by,- - ,b,) sistemini de ¢ozer. Bu barizdir, ¢iinkii bir fonksiy-
onu belli bir kiimeye sikigtirip ¢6zmis olduk. Bu durumda geriye kalan x; ,--- ,x;
degerleri ne olursa olsun Ax = b denklemini saglar. Bu degigkenler, bagimsiz degisken
olarak adlandirilir. F = C durumunda eger denklemin bir ¢éztimii varsa o halde sonsuz
¢ozlimil olmalidir. Ciinkii bagimsiz degiskenler istedigi degeri alabilirler ve denklem yine
de saglanir. O halde rank, halihazirda denklemi birkag¢ kategoriye ayiriyor bile. Eger
rank degisken sayisina esitse sistemin bir ¢oztimi vardir, eger degilse ya ortada bir ¢oziim
yoktur ya da sonsuz ¢oziim vardir.
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3.6 Coklu Dogrusal Formlar

Sonlu sayida ¢’ler i¢in V; vektor uzaylarii digiiniin. Bu boliimde Vi x V5 x ... X V,, kiimesi
tizerinde bir doniigiim tanimlayacagiz. Elbette, V} x V, x ... x V,, kartezyen ¢arpimi da bir
vektor uzayi olarak goriilebilir. Hatta bir f: V) x Vo x ... x V,, — F dogrusal dontigiimii
de yazabilirsiniz. Fakat dogrusal doniigtimler,

flor+ug, v +up) = f(01,.0000) + fug, ..., uy)

ozelligini saglarlar. Yani dogrusal doniigiimler, girdilerdeki her vektor icin ayni anda
saglanmalidir. Biz bundan daha farkli bir gey tamimlayacagiz. f : [[V; — F fonksiy-
onunu;

f(U17 "'7Ui—17vi+uivvi+17 "'7UTL) — f(vna ey Vi 15, Uiy Vi1 -0y ’Un)+f(’U17 ey Ui—1, Uiy Vig1, "'7UTL>

ozelligini saglayacak sekilde tanimlayalim. Yani her girdide ayn1 anda dogrusal olmak
yerine teker teker her i’inci girdide dogrusal olsun. Tabii bunun i¢in T'(avy, ..., av,) =
aT(vy, ..., v,) Ozelligi yerine

T(v1, .y @V oy Uy) = AT (V1 ooy U4y oy Up)

tanimini da yapmamiz gerekir. Artik dogrusal dontisimlerden daha farkli bir yap: var
elimizde. Bu yapiya ¢oklu dogrusal form (multilineer form) ya da her i i¢in V; =V
oldugu durumda n-lineer form adi verilir. Biraz 6rnek verelim.

o En bariz ¢rnegi ilk bagta verelim: Her dogrusal form, bir 1-lineer formdur.

e f:R"xR" — R fonksiyonunu,

f((xh "'7:En)7 (yla 7yn)) = szyz
i=1
olarak tanimlayalim. Bu bir 2-lineer formdur. R™ uzaymdan iki vektor alarak bir
reel say1 degeri verir. 2-lineer formlara 6zel olarak bilineer form adi verilir.

o p:R?x R? - R déniisiimiinii ¢((a, c), (b,d)) = ad — bc formiilii ile tanimlayalim.
Bu dontigiim determinant adini alacak olan 6zel bir ¢coklu dogrusal dontigtimdiir.
Bu konuya ilerde daha detayh deginecegiz.

o m:V xV* — F doniigimiini 7(u, ) = ¢(u) kural ile tamimlayalim. Bunun bir
coklu dogrusal form oldugunu gostermek kolaydir.

Biz genel olarak n—lineer formlar ile calisacagiz. Basit bir egitlikle baglayalim.

Onsav 3.6.1. f: V"™ — F bir n—lineer form olsun. Her a € F i¢in
flavy, avy, ..., avy,) = a” f(vy, ..., v,)

esitligi saglanar.
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Kanat: Tanmimdan hemen cikar. ]

Onsav 3.6.2. f bir n-lineer form olsun. En az bir 1 < i < n igin v; = 0 ise
f(v1,...yvn) =0 olur.

Kanat: Genelligi bozmadan ¢ = 1 alabiliriz. O halde

F(0 09, ..c;v,) = F(0O4 0,09, ..., v,) = f(0, 09, ...,v,) + f(0, 02, ..., 0,)
esitliginde en sag tarafi en sol tarafa egitleyerek f(0,vs,...,v,) = 0 sonucuna variriz. [J

Size bir soru: Diyelim V'nin bir e tabam var, dim(V') = k olsun, bu tabana gore
dogrusal formun bir matrisini yazabilir miyiz? Cevap veriyorum: Evet. Fakat matris
yazmak ¢ok anlamsiz olur. Zira yazacagimiz matrisin 1 x k™ formunda olmas1 gerekir ve
tek siitun igin matris yazmak anlaml olmayabilir. Ashnda, Mg (F) = F*" izomor-
fizmasindan bahsedebiliriz. Bunun i¢in tek yapmamiz gereken sey siitun vektorii olarak
goriilen bir elemani bir vektor olarak gormek. V tizerindeki n—lineer formlarin kiimesi
L,(V) olarak gosterilir. Boylece £, (V) = F*" yazabiliriz. Tabii, bunlar sdylemeden
once matrisin yapisini hesaplamaya ¢aligalim.

e = {ey,...,er} kiimesi V'nin bir tabam olsun. Herhangi bir f(vy, ..., v,) elemanim
ele alalim.

k k

flog,.v,) = f(z 1€, -.n, Z Ain€)

i=1 =1

k k k
= E Clﬂf(@i, E A§2€5, - uy E alnel)
i=1 j=1 =1
k k k
= E ;1 E aj2f(€iaej>-~-a E alnel)
i=1 j=1 =1
k k k
= E Qin€l E Ajne;... E amerf (e, €j, ..., €1)
i=1 j=1 =1

Boylece ne bulduk, f formunun goriintisi, 1 < iy, 49, ...,7, < k igin f(e;, €y, ..., €5,)
elemanlar: tarafindan belirleniyormug. Peki bu elemanlardan ka¢ tane var? Bunun igin
biraz kombinatorik yapabiliriz. Ornegin i, degerinin alabilecegi k farkli deger var. i,
secildikten sonra iy i¢in yine k farkli deger var. O halde n farkli degiskenin her biri igin
k farkl deger var. O halde toplamda alabilecegi k™ deger olmali. Demek ki matrisin &"
adet siitunu var, fakat dim(F) = 1 oldugundan yalnizca 1 satir1 var. Demek ki gercekten
de yukarida dedigimiz gibi £;(V) uzay1 F*" uzayma izomorfmus.

Tanim. X bostan farkl herhangi bir kiime olsun.
Sym(X) :={f: X — X | f birebir ve drten}

tanvmany yapalvm. Oncelikle Idx birim fonksiyonu her zaman Sym(X) kiimesinin ele-
mana olacagindan Sym(X) # 0 olur. Ayrica;
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i. Her f,g,h € Sym(X) igin fo(goh)=(fog)oh,
ii. Her f € Sym(X) i¢in f~! € Sym(X),
iti. Her f € Sym(X) i¢in Idx o f = fold, = f

ozellikleri saglandigindan (Sym(X), o) ikilisi bir gruptur. Bu gruba X ’in simetri grubu
ady verilir.

Eger X ={1,2,...,n} ise Sym(X) yerine Sym(n) yazacagiz. Bu gruplar, n! elemanh
gruplardir. Herhangi bir f : {1,....n} — {1,...,n} fonksiyonu i¢in f(n) elemanmin
alabilecegi degerlere bakalim: 1,2, ...,n elemanlarinin hepsi olabilir degil mi? Onun i¢in
n segenegimiz var. Simdi f(n — 1) elemamna bakalim. E fonksiyon birebir ve orten
oldugu i¢in f(n—1) = f(n) olamaz 6yle degil mi? Geriye n — 1 segenek kaliyor. f(n—2)
icin bakacak olursak bu sefer yine f birebir ve 6rten oldugundan alabilecegi n — 2 deger
kaliyor. Bu hesap geregi toplam n x (n — 1) X ... X 1 tane birebir ve 6rten fonksiyon
yazabiliyor olmaliyiz. O halde Sym(X) grubunun n! elemani olmaliymig.

Sym(n) grubunun elemanlar1 dongiiler yardimiyla ifade edilir. Dongtileri yazmak
i¢in:

o Bir parantez agin.
 Bir i igin (¢ seklinde yazmaya devam edin.
o f(7) degerini hesaplaym.

o Eger f(i), dongiideki bagka bir elemana egitse parantezi kapatin. Yanina bagka
bir parantez agip 6énceki dongiilerdeki elemanlardan farkli bir eleman alarak ikinci
adima dontn.

o Eger f(i), dongideki elemanlardan farkli ise 5 = f(i) i¢in (ij... yazarak dongiiye
devam edin ve j i¢in ti¢lincii adima doniin.

o Tim elemanlar: yazdiysaniz bitirin.

Bu dongiilii yazima permiitasyon adi verilir. Ornek olarak,

f € Sym(3)
f)=2
f(2)=3
f@3)=1

fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyonu, kisaca (123) permitasyonu ile etmek miimkiindiir.
Tekli parantezleri, (1) gibi, genelde yazmayiz. Ornegin (12)(3) yerine (12) yazarnz. Ikili
dongiilere, (12) gibi, transpozisyon veya makas adi verilir. Transpozisyonlar, Sym/(n)
grubunun yapitaglaridir. Her fonksiyonu, transpozisyonlarin bilegkesi seklinde ifade ede-
biliriz. Bunu kanitlamamiz gerekecek.
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Onsav 3.6.3. (ai) o (aj) = (aji)

Kanat: Bunu gormek basittir. g = (17) ve f = (1j) olsun. Bilegkeyi sagdan baglayarak
aliyoruz.

9(f(a)) = g(j) =J
9(f(j)) = g(a) =i
g9(f(i)) = g(i) = a
Boylece i, j, a degerleri i¢in dongiiyi (aji) olarak yazariz. O]

Onsav 3.6.4. (a1ay...a,) = (a1a,)...(a1a3)(a1a)

Kanat: n lzerine tiimevarimla yapabiliriz. n = 2 i¢in kanitlanacak bir gsey yok. n = 3
durumunda Onsav 3.6.3’ten sonug hemen gelir. n — 1 icin dogru olsun. Oncelikle

(aras...a,) = (arag...an,1)(a1a,)

egitligini gérelim. Buradan ve tiimevarim varsayimindan

(a1az...a,) = (a1ap)(a1as...an—1) = (a1a,)(a105-1)...(a102)
¢ikar ve bu da kanit1 tamamlar. ]

Demek ki n—li dongiileri gordiigiimiizde hemen onu transpozisyonlara, yani ikili
dongiileri ayirabiliriz. Bu da, Sym(n)nin tiim elemanlarinin transpozisyonlarin bilegkesi
seklinde yazilabilecegi anlamina gelir. Bu dongtileri elemanlarin yerlerinin degistir-
ilmesini ifade etmek icin kullanabiliriz. Ornegin, o = (123) € Sym(3) alalim. Bir
e1, €2, ez tabani i¢in bir ¢coklu dogrusal form altinda f(ey, es, €3) goruntiisii ile f(es, €3, €1)
goriintiisii birbirinden farkli olabilir. Biz bu yer degistirmeyi f(e,q), €s(2); €o(3)) Olarak
da ifade edebilirdik. Yani bir déngiiyii kullanarak bir tabani bagka bir sirayla ifade
edebiliriz.  Ya da bir P(xq, 2, x3,...,2,) ¢ok degigkenli polinomunu ele alalim. Bir
o € Sym(n) i¢in P(z,q), ..., Ton)) seklinde, degiskenlerin yerlerini degistirerek bagka
bir polinomu ifade edebiliriz. Bu indis degistirme numarasi i¢in simetri gruplarini bol
bol kullanacagiz.

Tanmim. Bir o € Sym(X) alalim. Biliyoruz ki o, sonlu sayida transpozisyonun bileskesi
sekilde yazlabilir. Eger ¢ift saynda transpozisyonun bileskesi ile yaziliyorsa o ’ya ¢ift
permiitasyon, tek sayida transpozisyonun bileskesi ile yaziliyorsa o ’ya tek permiita-
syon ady verilir.

Bu tanimin anlamli olmasi i¢in hi¢bir permiitasyonun hem tek hem de cift olamay-
acagini kanitlamaliyiz. Bunun i¢in

P(xy,...,x,) = I_I(xZ — ;)
i<j
reel polinomunu tammlayahm. Herhangi bir o = (km) € Sym(n) transpozisyonunu
alalim. Oncelikle P(Ta1)s s Tam)) = —P(21, ..., x,) oldugunu kamtlayacagiz. Genelligi
bozmadan k < m varsayimim yapabiliriz. Her i € {1,..n} ve ¢ < j i¢in (z; — ;)
terimlerini tek bir satirda toplayalim. Bir sonraki sayfada bu polinomun agilmig halini
gorebilirsiniz.
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(xp — Ta1)--- (T — ) o (T — )

(1 — z2)...(21 — xp) . (X1 — T (21 — Xp)

Simdi (km) permiitsayonunu uygulayalim. Yani k& ve m indislerinin yerini degistire-
lim. Boylece yeni polinomumuz,

P(Za(1), - Tam) = (Tn-1 — Tn)
(g — Tpg1) () — )
(T — Tps1) oo (T — Tp) oo (T, — )

(1 — 22). (21 — Tpn) o (1 — ) (21 — )

oldu. Dikkat ederseniz k’'nmcinin altindaki satirlarda (x; — zy,) ile (z; — z,,,) terimlerinin
yerleri degisiyor. Fakat onun diginda polinom ayni kaliyor. ¢+ < m igink’ninc1 satirda ise
(xp — x;) terimi ile i’inci satirdaki (z; — x,,) terimi kargihkl olarak hem yer degisgtiriyor
hem de isaret degistiriyor. Isaret degistirme karsilikli oldugu icin polinom degismiyor.
Nasil olsa 6 = 2 x 3 yazabilecegimiz gibi isaretleri karsilikli olarak degistirerek 6 =
(—2) x (—3) yazabiliriz, 6yle degil mi? m < i i¢in ise (x) — ;) terimi ile m’inci satirdaki
(2, — x;) elemanlar yer degistiriyor. Isaret degisimi olmadigimdan polinom ayni. k’inci
satirda degisen tek terim (zy — x,,) terimidir. O da (x,, — ) seklinde igsaret degistiriyor.
Simdi m < ¢ i¢in dinci satira bakalim. Bu satirlarda k ve m terimleri bulunmadgindan bir
sey degismiyor. Boylece (z—x,,) terimi haricinde polinom degigsmemis oldu. Degigen tek
terimin ise isareti degisiyor. Boylece P(Za(1);...; Tam)) = —P(21,...,x,) yazabiliyoruz.
Bir kere transpozisyon uygulamak polinomun igsaretini degistiriyor. Iki kere uygularsak
eski haline geliyor olmali. Buradan tiimevarimla ¢ift sayida permiitasyonun polinomu
ayni biraktigl, tek sayida permiitasyonun polinomun isaretini degistirdigi anlamlarini
gikaririz. Demek ki bir permiitasyon hem tek hem de ¢ift olamaz, zira olsaydi —P = P
olurdu ve P # 0 oldugundan bu bir ¢eligki olurdu.

Tanim. sgn : Sym(n) — {—1,1} fonksiyonunu

—1, o tek
senlo) = o cift
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kuraly ile verelim. Bu fonksiyon altinda o nin gérintisi, o 'nmin igareti adiny alir.

Bir o permiitasyonu ile 0~! permiitasyonunun isareti aymdir. Bir takim j3; trans-
pozisyonlari i¢in

o=pro-0p,

ise coraplar ve ayakkabilar 6zelliginden

-1 -1 —1
o t=81o-0p;

yazabiliriz. Boylece bir permiitasyon ile onun tersinin igaretinin ayni oldugu sonucuna
variriz. Permiitasyon ve igaret mevzulari bir sonraki tanimlar i¢in gerekli olacak.

Tanim. Eger bir f € L, (V) fonksiyonu, her o € Sym(k) ve her v; € V igin

f(vla X Uk) = f(vcr(l)a "'7U0(n))
ozelligini saghyorsa f’ye simetrik form denir.

Bariz bir sekilde sabit sifir fonksiyonu simetrik bir formdur. Coklu dogrusal formlara
verdigimiz ikinci 6rnek bir simetrik formdur. Herhangi bir f € Lo(V) igin f(x1, 22) +
f (g, 1) fonksiyonu bir simetrik formdur. Genel olarak herhangi bir f € Li(V) i¢in
desym(k) f(®sq1), .- Tory) fonksiyonu bir simetrik formdur. Simetrik formlarin uzay:
Si(V) olarak gosterilir. Simetrik formlarda degigkenlerin fonksiyona hangi sirayla yazildig:
onemli degildir. Dolayisiyla tabani yazarken...

Tanim. Eger bir f € L, (V) fonksiyonu, her o € Sym(k) ve her v; € V igin

f(vh X Uk) = SgD(O')f(UU(l), X UU(n))
ozelligini saglhyorsa f’ye alterne form denir.

Bariz bir sekilde sabit sifir fonksiyonu alterne bir formdur. Bir sonraki altboliimde
determinant adimi alan ézel bir alterne form calisacagiz. Oncelikle alterne formlarin
tabanlarmi inceleyelim. 1 < 4; < ... < i < n icin f(e;,...,e;, ) elemanlari, alterne
formlar igin bir taban belirler. Fonksiyondaki girdilerin yerlerinin degismesi, en fazla
isareti etkiler. O yiizden birbirinden farkli 4, ...,4; indislerini belli bir sirada yazarak
taban1 belirlemek onemlidir. Eger birer ¢, j i¢in v; = v; ise

) ) e ) e = DRy ; DRy y e —_— T oo y Ry y Ry
f(vl coey Uiy ooy Uiy 7Uk) f(vh y Uiy -eey Uy, 7Uk) = f(vla y Ujyeaey Ui,y 7Uk)

esitliginden otirt f(vy, ..., v3, v, ..., v,) = 0 elde ederiz. Bunu elde etmek igin egitlikteki
ikinci terimle tigiincii terimi ayirarak

fur, oo Uiy ooy v, o 0) = = f (01, 00, U5, oy 4y e, V)

yazariz. Eksili ifadeyi kargiya atarak,

for, Vs ooy v, ug) + (01, 0,05, 0, 04, 0) = 0
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elde ederiz. Buradan
F1, oo, iFV), o U4V, vg) = f(U1, 0, 204, 0, 204, o vg) = A f (01, o U e U ) =0

buluruz. Buradan istedigimiz esitligi rahatca elde ederiz. O halde taban yazmak istiy-
orsak i, # i; ancak ve ancak m # j ise olmaldir. Demek ki alterne formlar uzay ile

(Ax(V) ile gosterilir.) F (%) uzay1 izomorfmug. Bunun 6zel bir halini 6nsav ile yazalim.
Onsav 3.6.5. A,(V) = F.

Sonug 3.6.1. Her c € F igin dyle bir ve bir tek f € A, (V) vardur ki V 'nin bir eq, ..., e,
tabani igin f(eq, ..., e,) = ¢ olur.

Onsav 3.6.6. Egerv;, v; vektorleri dogrusal bagimly ise her f € A, (V) dgin f(01, ooy iy oy Vg ooy U)
olur.

Kanit1 bariz. f(vq,...,v,v,...,v,) = 0 6zelliginden rahatlikla gikar.

Bir sonraki teorem i¢in bir ¢ permiitasyonunun kendisiyle n defa bilegkesinin alinmasi
o" olarak gosterildigini hatirlatalim.

Onsav 3.6.7. f € Ax(V) olsun. o = (123...k) olsun. Ejer k ¢ift ise,

k
Z f(xai(l), ceey ngi(k)) =0
=1
esitligi saglanwr. Eger k tek ise,
k
Zf(%i(l), o Tiry) = f(T1, .00, )
=1

esitligi saglanar.

Kanat: Oncelikle (12...k) = (1k)o---0(12) esitliginde sag tarafta k — 1 terim olduguna,
dolayisiya sgn(o) = —1 olduguna dikkat edin. o permiitasyonunda ise transpozisyonlar
iki kere tekrarlanacagindan sgn(o?) = 1 olur. Eger i tek ise isaretin —1’e, 4 ¢ift ise isaretin
1’e esit olduguna dikkat edin. Bu durumda toplamay1 yaparken ardigik terimlerin kargit
isaretli olmalidir. Son olarak o’ ile 0 aym isaretli oldugundan ve f alterne bir form
oldugundan

f(Toiq)y, ooy Toiry) = sen(o™") f(xy, .., zp) = (=1 f(ay, ..., 21)

egitligi gegerlidir. Bu durumda k ¢ift ise toplama islemindeki ardigik terimler birbirini
gotiiriir ve sonug sifir gikar. Eger k tek ise son terim hari¢ tiim terimler birbirini gotiirir
ve sonug f(z1, ..., ) gkar. O
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Bu teorem, f(a,b) + f(b,a) = 0 oldugunu soyler. Bunu gérmek daha kolaydir, zira

fla,b) + f(b,a) = f(a,b) — f(a,b) =0
esitligi her f alterne 2-formu i¢in saglanir.
Teorem 3.6.1. Lo(V) = S(V) & Ax(V)

Kanat: [ € Sy(V) N A(V) varsayimimi yapalim. O halde f simetrik oldugundan
f(z1,29) = f(x9, 1) olur. Aymi zamanda f alterne oldugundan f(z1,xs) = —f(x2, 1)
esitligi saglanir. Demek ki — f(x9,21) = f(22, 1) olmaliymig. Bu da f = 0 demektir.

Simdi herhangi bir k& € Lo(V') alalim.

k(xy, z0) + k(xe,21)  k(xy,20) — k(z2 — 1)
2 + 2

esitliginden L£o(V) = S3(V) + Az(V) elde ederiz. O

k(l’l, LCQ) =
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3.7 Determinant

Sonug 3.6.11 kullanarak f(eq, ..., e,) = 1 Ozelligini saglayan bir alterne form yazabiliriz.
Bu alterne forma 0Ozel olarak determinant adi verilir. Bu alterne form, det, olarak
gosterilir. Bu gosterim, determinant fonksiyonunun e tabanina gore yazildigini gosterir.

Tanim. Bir ¢ € End(V) i¢in dogrusal dénisimin determinant

det.(p) = det(p(er), ..., o(en))

olarak tanimlanar.

Onsav 3.7.1. Her ¢,v € End(V) igin
deto(p o) = det.(p)det (V)

saglanar.
Her ¢ € End(V) i¢in, Sonug 3.6.1’den otiirii det.(¢) = a yazabiliriz.

Kanat: V'nin bir e = ¢4, ..., €, tabanimi ve birer ¢, ¢ € End(V') segelim.

dete(wow—det (p(v(er), ..., p(¢(en)))
e(p)dete(i(er), ... b(en))

= det, (go)d c(V)det.(eq, ..., e,)
e(p)de

Bir sonraki 6nsav, izomorfizmalar ile determinant arasinda gticlii bir iligki kurar.
Onsav 3.7.2. Eger det.(p) # 0 ise @ bir izomorfizmadar.

Kanat: Onsav 3.6.6’dan étiirii ¢(ey), ..., ¢(e,) dogrusal bagimsizdir. Demek ki dim (V) =
dim(im ¢). Teorem 3.2.4’ten 6tiirii ¢ bir izomorfizmadir. O

Bu durumda eger det.(¢) # 0 ise buradan M, (¢) € SL,(F) sonucu gikar.
Sonug 3.7.1. Tersinir her 1 dogrusal donisimi ve her ¢ € End(V) i¢in
det (™" o poy)) = det.(yp)
cikar.
Bu sonug, Onsav 3.7.1’den hemen gelir.

Teorem 3.7.1. V'nin iki farklh e = eq,..,e, ve f = fi,..., fn tabaniny alalim. Bu
durumda her ¢ € End(V) i¢in

det.(ip) = det ()

esitligi saglanur.  Yani, bir dogrusal doniistuimin determinanty secilen tabandan bagim-
s1zdar.
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Kanat: Onsav 3.1.37i kullanarak her i igin a(e;) = f; olacak sekilde bir a : V — V
dogrusal dontigiimi yazabiliriz. O halde buradan,

det.(p) = det(a ™ o)
= det(a” ( ( (e1)), - 0 (p(alen))))
= det.(a” (@(f1)), - @ (@(fn)
= det;((f1), -, ¢(fn))
= dets ()

hesabin1 yapariz. Sondan ikinci gecis icin det.(a(f1),...a(fn)) = 1 = dets(fi,..., fn)
gozlemini yapalim. Artik kanit tamamlanmisgtir. ]

Bundan boyle tabani dert etmeden det.(y) yerine det(y) yazabiliriz.

Tanim. (Matris Determinanti) Bir ¢ € End(V) i¢in M = M_.(p) olsun. det M =
det(p) tanimany yapalim.

Bir 6rnek yapalim. Asagidaki matrisin determinantini bulabilir miyiz?
a b
-

Simdi bunu yapalim. Taban 6nemsiz oldugundan bir tarafta kanonik taban secerek
aey + ces ve bey + deg vektorlerini girdi kabul eden bir determinant hesab1 yapabiliriz.

det M = det(aey + ceq, bey + dey)
= det(aey, bey + deg) + det(ces, bey + des)
= det(aey, bey) + det(aeq, des) + det(cea, bey) + det(cey, des)
= ab(det(ey, e1)) + ad(det(er, e2)) + be(det(es, eq)) + cd(det(es, €3))
= ad(det(e1, e3)) — be(det(eq, e3))
= ad — bc.

Bu hesap tamidik geldi mi? Simdi her n x n tipindeki matris i¢in bir hesap yapmaya
caligalim. Tabii ki bunu anlamak i¢in matrisin kendisi yerine ona kargilik o gelen dogrusal
déniisiime bakacagiz. Oncelikle bir satir1 sabitleyelim. Hangisi oldugu fark etmiyor,
birinci satir1 segelim. Birinci satirin katsayilarini ayirip determinant ifadesini acalim.
Boylece elimizde (n — 1) x (n — 1) tipinde bir matrise indirgenmis bir determinanat
cikacak. Buradan tiimevarimla determinant hesabini yapabiliriz.
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det M (o) = det(a)

n n
= det( E A;1€54 «ony E ajnej)
=1 Jj=1

n n n
= a1 (det(eq, ..., Z ajne;j)) + det( Z Ai1€is ey Y Ajn€j)
Jj=1 =2 j=1
n n
= ay1(arz(det(eq, ey, ..., Z ajne;) + det(eq, Z Akl s Z ajn€;))
j=1 k=2 j=1
n n
+ det(z 1€, ..., Z Ajn€;)
=2 j=1
n n n
= ay1(det(eq, ..., Y ajnej)) + det Z 1€ ey Y jne;)
j=2 =2 7j=1
n n n
= au(det(el, ey ajnej)) + a12(d6t(z Ai1€55 €1, ..., ajnej)) + ...
=2 =2 =2
n n
+det(z 1€y ey Y Ujn€;))
=2 j=1
n n
= ay(det(er, ..., Y ajne;)) + arz(det( Zazlel, €1, .ns Zajnej)) +
7j=2 =2 j=
n
+ aln(det(z A;1€4, «ony 61))

=2

= Z(a”)(det(z Ai1€5y «oey €1y oeny Z ajnej))
= Z ary)(—1)"1"(det el,Zaﬂel,...,Xn:ajnej))
=2

Buradaki (a,.)(—1)'" sayisina bir kofaktor denir. Eger bir n x nmatrisin belli birer
i, 7 i¢in 7’inci satirin ve j'ninci stitununu silersek bir (n—1) x (n—1) matris elde ederiz. Bu
matriste ¢ = 1 alindiginda matrisin determinant1 en sondaki det(e1, >, @€, ... Z?:z Ajn€;)
terimine denk geliyor. S0z konusu matrise minér matris denir ve M, ; ile gosterilir.
Boylece bir matrisin determinantinin genel formunu

det M = Z(CZZ])(—l)H_]MZJ
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olarak yazabiliriz. Bundan bdyle bir A matrisin determinantini "det A” yerine |A| ile de
gosterebiliriz.

... buraya bir takim o6nsavlar ve ozellikler gelecek.
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4 ic Carpim Uzaylan

4.1 Geometriye Giris

Bu béliimde lineer cebirin geometrik yani hakkinda konusacagiz. Geometri denince
aklimiza neler geliyor? Uzunluk, alan, aci, diklik... Biitiin bunlara tek tek deginecegiz.
Oncelikle uzunluk kavramin biraz sezgilestirelim. Giris kisminda vektérleri belirli biiyiik-
liikklerdeki oklar olarak gormiistiik. Hatta skalerle carpma islemi yaparak vektoriin
uzunlugunu degistirebiliyoruz. Peki ama nedir bu uzunluktan kastimiz? Nasil tanim-
lanir? Nasil hesaplanir? Diyelim vektor ve uzunluk hesaplayabiliyoruz, peki agiy1 nasil
hesaplayacagiz? Aci varsa iki vektoriin dik olup olmadigina nasil karar verecegiz? Hep-
sine tek tek cevap verecegiz. Oncelikle bazi gozlemler yapmamiz gerek.

Y

Sekil 14: Dizlemde Bir Reel Vektor

Bir (a, b) reel vektortinii yukaridaki gibi resmedelim. Bu vektoriin uzunlugunu Pis-
agor teoremi yardimiyla v/a? + b? olarak hesaplayabiliriz. Eger a veya b bilesenlerinden
herhangi biri negatif olsaydi bile 22 = (—z)? esitliginden otiirii genel bir formiil yazabiliy-
oruz. Bu sayiya vektorin normu adi verilir ve ||¢]| olarak gosterilir. Buna 6zel olarak
daha sonrasinda deginecegiz. Her vektér uzaymda norm tammlanamayabilir. Uzerinde
norm tanimlanabilen vektor uzaylarina normlu uzay adi verilir. Bir vektor uzayinda
tek bir norm tanmimh olmak zorunda degildir. Ornegin R™ {izerinde,

(a1, ..., an)|| = |ai| + ... + |an]

seklinde bir norm da tanimlanabilir. Simdiden R? {izerinde iki farkli norm tanimladik
bile. Tim bunlar bize farkli amaclarda farkli geometrik 6zellikler verebilir. Fakat hala
daha ac1 kavramina girebilmig degiliz.
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0
Sekil 15: ki vektor arasindaki a1

Bir deneme yapalm, v = (a,b) ve v = (¢, d) olsun. O halde araya v—u = (c—a,d—b)
vektorint ¢izebiliriz.

Sekil 16: v — « vektorii

Kosiniis teoremini kullanarak bu ¢ uzunluk ve aradaki aci arasinda bir baginti
kurabiliriz:

ul]? + [[o]]> = 2 cos(8)||ul| - ||v]| = [|v — ul]?

Uzunlugun formiilii, yani normu agarak a, b, ¢, d cinsinden bir bagint1 elde ederiz:

(a® 4+ 0 + (2 + d*) — 2cos(0) /(a2 4+ b2)(c2 + d2) = (c — a)* + (d — b)*

Gerekli diizenlemeleri yaparak:

—2cos(0)/(ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)? = —2(ac + bd)

elde ederiz. Her iki tarafin —2 ile bolelim::

cos(0)+/(ac)? + (ad)? + (be)? + (bd)? = (ac + bd).
Formiiliin son hali su sekilde oldu:

ac + bd
[l | - [[o]|

cos(f) =
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[sterseniz siniisii de hesaplayabiliriz. 1 — cos?(#) = sin?(f) 6zdesligini kullanarak:

sin?(f) = 1 — cos?(0)
(ac)? + 2abed + (bd)?
(ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)?

)2 — ((ac)? 4 2abed + (bd)?)
+ (bc)? + (bd)?

(ac)? + (ad)* + (bc)? + (bd
(ac)? + (ad)?

(ad)* — 2abed + (be)?
[lul [ - [Jo]
_ (ad — be)?
[l | - []]]

2
a ¢

b d

Al ol

gibi bir formiilasyon elde ederiz. Kosiniisii yazarken pay kismindaki ac + bd ifadesi,
(a,b) ve (c,d) vektorlerinin standart i¢ ¢arpimi olarak bilinir. Standart i¢ garpim,
simetrik bir £o(R™) fonksiyonu olup

<(a1,a2, ...,an), (bl,bg, ceey bn)> = Zalbl
i=1

kural ile yazilir. Ayrica bir x = (71,29, ..., z,) vektori igin ||z]]? = 2? + 23 + ... +

22 = (x, x) esitligine dikkat edin. Yani standart i¢ carpim her nasil bir seyse hem ac1

hem de uzunluk hakkinda fikir verebiliyor. O yiizden bu i¢ carpim meselesini ozellikle
konusacagiz. Ayrica sintsii yazarken paydaki determinant ifadesini vektorel carpim ile
iligkilendirecegiz.

Vektorler ile yapacagimiz geometrik igslemler bu kadarla da kalmiyor. Simdi bir
paralel kenarin alanini hesaplamay1 formiillegtirelim. Aralarindaki agi 6 olan iki u =
(¢,d),v = (a,b) vektorinii ele alahm. Uzunluklari a,b ve arasindaki agi § bir paralel

kenarin alan formulini

Alan = absin 0

olarak hesaplayabiliriz. Tek yapmamiz gereken gey bunu vektorlere uygulamak:

a c

. a c
Alan = [Jul| |Jef|sin 6 = [[ul|[[v] =7 ¢

[l {[ol]
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Sekil 17: ki vektorle olusturulan paralelkenar

Demek ki iki u,v vektortiniin girdilerini stitun vektorii kabul eden matrisin deter-
minantinin mutlak degeri, iki vektor ile olugturulan paralelkenarin alanini veriyormus.
Formiiltize ederken mutlak degeri kullanmadik fakat okur bunun gerekli oldugunu goz
oniinde bulundurmali. Bu durumda u, v ve v—u vektorlerinin simirladigi tiggenin alaniysa

olarak bulunur. Gorsel olarak Sekil 167y1 gozleyebilirsiniz.

Son olarak diklige bakalim. Bazi vektorlerin dik olup olmadigina i¢ ¢arpimlarina
bakarak karar verebiliriz. Iki vektoriin dik olmasi icin gerek ve yeter sart aralarmdaki 6
agist icin cos @ = 0 olmasidir. Elimizde kosintis formiilii oldugundan bu kogulu rahatlikla
yeniden yapilandirabiliriz.

(u,v)

cosf = ——"_
[l ].]|v]]

formiiliine gore cos @ = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart iki vektortiin standart i¢ ¢arpim-

larinin sifir olmasidir. O halde dik vektérler hakkinda da konusabiliyoruz. Iki vektor
dik ise bu durum u L v olarak gosterilir.
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4.2 ic Carpim Uzaylari

Onceki boliimde standart ic carpimin geometri acisindan éneminden bahsettik. Fakat
bir vektor uzayi iizerine tanimanabilen tek i¢ carpim standart i¢ carpim olmayabilir. V'
bir reel vektor uzayi ve (,) € Sa(V) olsun. Bu bilineer form i¢in asagidaki 6zellikler
saglaniyorsa (,) fonksiyonuna V' tizerinde bir i¢ ¢arpim denir:

e Her z € Vigin (z,z) >0,
e (z,x) =0 olur ancak ve ancak x = 0 ise.

Bu durumda (V, (, )) ikilisine bir i¢ ¢arpim uzayi adini alir. Yukaridaki iki kosula
pozitif tanmimhilik adi verilir. Bir (,) : V x V — R fonksiyonunun i¢ ¢arpim oldugunu
gostermek i¢in fonksiyonun bir bilineer form oldugunu kontrol edin, bilineer formun
simetrik oldugunu kontrol edin ve pozitif tanimh oldugunu teyit edin. Bir 6érnek olarak
standart i¢ carpim fonksiyonunun gergekten de i¢ carpim tanimina uydugunu gosterelim:

« (Bilineerlik) Oncelikle standart i¢ carpimin (ay, .., a,) ve (b, ..., b,) reel vektoreri

icin
n

Z aibi

i=1
kurali ile tamimlanan (,) : V' x V' — R fonksiyonu oldugunu hatirlatalim.

(a1, ..cyan), (byy ooy bn) + (c1y ooy cn)) = (a1, oy an), (b1 + c1y ey by + €))
= Za,(bl + Ci)
i=1
= Z(aibi + a;ci)
i=1

n n
= E (Zlbz‘l' E a;C;
=1 =1

= (a1, ..., ap), (b1, .., bn)) + ((a1, ..., an), (c1, ...

Simdi herhangi bir ¢ € R alalim. O halde;

((car, ...can), (br, ... bn)) = > (ca;)b;

I
o
—~
<

)
S
~

= c((ag, ..., an), (by, ..., by))

Bu hesaplara gore ilk koordinata gore dogrusallik saglaniyor. Ikinci koordinata
gore dogrusalligl gostermeyi okura birakiyoruz.
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e (Simetri) Simetri bariz, zira her i i¢in a;b; = b;a; saglanir.

o (Pozitif Tammhlik) Herhangi bir x = (z1, ..., z,,) reel vektorii alalim. Pozitif tanim-
lilig1 gostermeye calisalim:
(x,7) = 2101 + ... + Tz, = 23 4 ..+ T2

Yukaridaki esitligin sag tarafinda her 7 i¢in 22 > 0 oldugundan (z,z) esitsizligi

saglanmak zorunda.

Eger z = 0 ise (z,z) = 0 oldugu Onsav 3.6.2'nin direkt sonucu. Tersini kanitla-
mak i¢in (x,z) = 0 varsayimini yapalim. Bu durumda

0= (v,2) =27+ ..+22

esitliginden 6tiirii ve z;’ler reel say1 oldugundan ancak ve ancak her ¢ i¢in z; = 0
ise bu egitlik saglanir. O halde z = (0, ...,0) olmaliyms.

Boylece standart ic carpimin gercekten de bir i¢ carpim oldugunu gérmiis olduk. I¢
carpimi reel sayilarla kisitlamak zorunda degiliz. Karmasgik sayilar icin daha genel bir ig
carpim tanimi yapilabilir. V' bir karmagik vektor uzayi olsun.

« (Bilineerlik) Her z,y,z € V ve A € C igin
¥z y+2) = (2y) + (2,2)
2y = () (2 Y)

* (O y) = Ma,y) = (2, \y)

saglaniyorsa,

o (Eslenik Simetri) Her z,y € V igin

(z,y) = (y,2)
oluyorsa,

o (Pozitif Tanmmmhlik) Her € V igin (z,z) oluyorsa ve (x,z) = 0 olmas igin gerek
ve yeter sart © = 0 esitliginin saglanmasi ise,

(,) : VxV — C fonksiyonuna bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. Reel i¢ ¢arpimdaki
kosullar1 esleniklige gore degistirmek durumunda kaldik. Boylece

=1

fonksiyonu karmagik sayilar iizerinde bir i¢ ¢carpim belirtir. Bir z reel sayisinin karmagik
eslenigi kendisine esit oldugundan bu tamm reel sayilar icin de gecerlidir. I¢ carpim
uzaylarina bazi ¢rnekler verelim.
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e R[z] uzaymda, her 1 <i <n igin x; € R olmak iizere

(p(),q(z)) = Zp(xi)Q(ﬂfi)

bagintisi bir i¢ carpimdir.

o Siirekli fonksiyonlar uzayinda Cfa, b] tanimlanan

mmmmszmWMx

bagintis1 bir i¢ carpim belirtir.

« Bir 6nceki maddeye benzer sekilde siirekli f(z), g(x) karmagik degerli fonksiyonlari
icin

1
) gta)) = [ St
karmagik fonksiyonlar uzayinda bir i¢ carpimdir.
« Ave B, girdileri sirasiyla a;; ve b;; olan iki reel girdili m X n tipinde matris olsun.
(A,B)=> "> aby
i=1 j=1
bagintist M., x,(R) uzaymmda bir i¢ ¢arpim belirtir.

o R"™ uzayinda, her 1 <7 < n i¢in \; > 0 bir reel say1 olmak iizere
(@1, 0o ), (Y1 ) = D Niltith
i=1

bagmtist bir ic carpimdir. Ozel olarak her 7 icin \; = 1 secilirse bu carpim standart
i¢ carpima doniigtr.

Simdi vektorlerin dikligi tizerine birkag¢ tanim yapalim.

Tanim. V bir i¢ carpem uzaye olsun. Iki uw,v € V vektorine ortogonal veya dik denir
ancak ve ancak (u,v) =0 oluyorsa. S C 'V bir altkime olsun.

St={veV:Vuecs(ulv)}

olarak tanimlanan kiimeye S 'nin ortogonal tiimleyent ady verilir.
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Bu tanima gore sifir vektorii her vektore diktir. Eger S C V bir altkiimeyse S+
kiimesinin elemanlar ile .S kiimesinin elemanlarinin kesismedigini seziyor olabilirsiniz.
Haklisiniz. Bu yaptigimiz i¢ ¢arpim tanimi ve diklik tanimina gore bu iki kiime yal-
nizca sifir vektortinde kesigirler. Zira iki kiimeden alacagimiz sifirdan farklh bir vektoriin
kendine dik olmasi pek akla hayale sigan bir sey degildir. z € S N S+ olmasi demek,
diklik tanimi geregi (x,z) = 0 olmasi demektir. Fakat bu, pozitif tanimlilik 6zelliginden
dolay1 x = 0 olmasi1 demektir. Boylece sifirdan farklh iki vektoriin dik olmasi, onlarin
ayrik olmasi demektir. Ayrica bu bagmti simetriktir, zira (u,v) = 0 ise

0=0= (u,v) = (v,u)
saglanir.
Onsav 4.2.1. S C T ise T+ C S+ olur.

Kanat: Herhangi bir x € T+ alahm. Demek ki her y € T icin (x,y) = 0 olmaldur.
Fakat her z € S igin z € T oldugundan her z € S igin (x,z) = 0 olmalhdir. Bu da
r € St demektir. [

Ilging bir sekilde S bir vektor uzay1 olmasa bile S+ kiimesi bir vektor uzayidir. Bu

ilging sonuca bir goz atalim.

Onsav 4.2.2. V bir i¢ carpym uwzaye ve U onun bir altkiimesi olsun. O halde UL kiimesi
V 'nin bir altuzayidar.

Kanat: 0 € Ut oldugunu biliyoruz. Demek ki Ut # () imis. Simdi iki ui,us € U+
alalim. Tammdan 6tirt her v € U igin (u1,v) = 0 = (ug,v) olmaldir. Buradan yola
cikarak

(ug + ug,v) = (u1,v) + (ug,v) =0+0=0

sonucuna variriz. Secilen v vektorii keyfi oldugundan uy + us € U+ olmahdir.

Simdi herhangi bir A skaleri alahm. Bu durumda her u € U+ ve v € V icin
(A, v) = Mu,v) =0 =0
esitligi saglandigindan Au € U+ olur. O

Bir vektoér uzaymin ortogonal tiimleyenini bulmak, biraz zor goziikebilir. Ancak,
eger vektor uzaymin tabanimi biliyorsak, o tabana ortogonal vektorler ayni zamanda
uzaya da ortogonaldir. Bir sonraki oénsav bu agidan 6ltimciil bir 6neme sahip.

Onsav 4.2.3. v bir i¢ carpim uzay ve S C V. bir altkiime olsun. Bu durumda
(5)*" = (s%) = 5*
esitligi saglanar.

Kanat: S = St esitligini Onsav 4.2.1’den biliyoruz. v € (S)* olsun. O halde her
u € (S) i¢in (v,u) = 0 olmali. Fakat S C (S) oldugundan her w € S i¢in de (v, w) =0
olmali. Demek ki v € S+ imis. Bu da v € S+ C (S*) demektir. Buradan (S)*+ C (S+)
kapsamasi ¢ikar.
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Simdi tersine v € (S*) olsun. w € (S) keyfi bir vektér olsun. Demek ki 6yle
Wi, ..., w, € S vardir ki baz1 aq, ..., a,, skalerleri icin v = aqw; + ... + a,w,, olur.

(u,v) = <Z Wi, V)
= Z(aiwi, v)
= Z Oéi<w1;, ’Ui>

n

:ZO(ZO

i=1

Bu hesaplamaya gore v € (S)* olmahdir. Demek ki (S*) C (S)* kapsamast gegerlidir.
Cift tarafli kapsamadan otiirii kanit tamamlanir. O

Bir X = {vy,...,v,} kiimesi alalm. i # j olmak tizere eger her 1 < i,j < n i¢in
v; L v; oluyorsa X kiimesine ortogonal kiime veya ortogonal sistem denir. Ortonal
sistemler, birbirine dik vektorlerden olusur.

—

€2

=1
m
-

—

€3
Sekil 18: Ortogonal bir vektor sistemi

Sezgisel olarak ortogonal sistemlerin dogrusal bagimsiz oldugunu disiinebiliriz. Nitekim
oyledir de. Bunu yukaridaki gibi ti¢ vektor iizerinden diigiinebilirsiniz.

Onsav 4.2.4. X = {vy,...,v,} sifirdan farkl bir ortogonal sistem olsun. O halde X
dogrusal bagimsizdar.

Kanat: X kiumesinin ortogonal olmasi demek, ¢ # j olmak iizere her 4,j indisi i¢in
(x;, ;) = 0 olmasi demektir. Bunu goz 6niinde bulundurarak

n
E a;0; = 0
=1
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denklemine bakalim. Bir 1 < k < n sayisini sabitleyelim. Her iki taraftan vy ile ig
carpim alalim:

<Z a;v;, V) = (0, vg).

Burada (0, v;) = 0 esitligini goz éniinde bulundurarak

n

0= <Z Vs, Ug) = Z ;i Vi, Vk) = ap(V, Vg)
i=1

=1

hesabii yapabiliriz. Toplamdaki k # i i¢in (v;, vx) terimi sifira egit oldugundan elimizde
yalnizca (vg, vg) terimi kaldi. Fakat pozitif tanimhihiktan ve vy, # 0 oldugundan

<Uk, Uk> >0

olmahdir. Boylece ay(vk,vx) = 0 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a;, = 0 olmasidir.
Simdi bunu her 1 < k£ < n i¢in diigiiniin. Demek ki her 1 < k < n i¢in o = 0 olmahdir.
Bu da dogrusal bagimsizligi kanitlar. O

Sonug 4.2.1. n boyutlu bir uzayn n elemanly her ortogonal sistemi bir taban olusturur.
Sonug 4.2.2. Dogrusal bagiml bir sistem ortogonal olamaz.

Onsav 4.2.5. V sonlu boyutlu bir i¢c carpim uzay olsun ve U onun bir altuzay: olsun.
Bu durumda asaqidaki esitlik saglanar:

V=UaU" .

Kanat: UNU* = 0 oldugunu biliyoruz. V = U + U+ kismun kanitlayalim. V = U ise
sikint1 yok. Bu durumda U+ = {0} olur ve gerisi bariz. U # V olsun. Bir 0 # u € U
alalm ve ¢ : V' — U dontisiimiini

o) =

{u, u)

kurali ile tamimlayalim. Bu bir dogrusal déniigimdiir (Gosterin). Bu dontigiimiin ¢ekird-
egine bakalim:

kerp={r €V :p)=0y={rcV:{vu =0}=U"

Simdi ortenligi gosterelim. U'nun bir ey, ..., e, tabanini alalim. Demek ki her 1 < <n
icin (e;, u) # 0. «;'ler skaler olmak tizere.

olsun. Bu durumda
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olmalidir. Sagdan ikinci egitlikte (u,u) terimini karsiya atarak

k
(Z e, uyu =0
i=1

elde ederiz. u # 0 oldugundan (> a;e;, u) = 0 olmahdir. Demek ki > ae; € ker p = U+
olmahymig. Fakat bu, aym zamanda Y ase; € U oldugundan, > a;e; = 0 demektir.
Sistem dogrusal bagimsiz oldugundan her ¢ i¢in a; = 0 olmahdir. Demek ki goriin-
tisii kiimesi en az k boyutluymus. Gortintii kiimesi U’nun bir altuzayr oldugundan ve
dim(U) = k oldugundan gériintit U olmaliymig. Bu da ortenligi kamtlar.

Tiim bu yaptiklarimizdan ve birinci izomorfizma teoreminden V/U+ = U olmaldir.
Buradan dim(U) 4+ dim(U+) = 0 elde ederiz. U+ C ((V — U) U {0}) oldugundan ve
dim(U+) = dim(((V — U) U {0})) oldugundan U+ = ((V — U) U {0}) olmahdir. Bu da
demek oluyor ki U + U+ = V. O]

Bu 6nsavin bir 6nemli sonucu varsa o da sonlu boyutlu her i¢ ¢arpim uzayinda her
U altuzay1 i¢in U+ = (U*)*+ olmasidir. Buradan;

UoUt=Ure U=V

elde ederiz. Bu demek oluyor ki eger {ey,...,e,} kiimesi V'nin bir tabani ve {ey,..,ex}
kiimesi U1 uzaymm bir tabam ise yukaridaki esitlikten otiirii {egy1,..., e, } kilmesi de
ayni anda hem Unun hem de (U1)* uzaymn bir tabamdir. O halde U+ = (U+)*.
Bunu bir 6nsav olarak yazalim.

Onsav 4.2.6. V sonlu boyutlu bir i¢ carpim uzay ve U onun bir altuzay olsun. O halde
U= UH*t
saglanar.

Onsav 4.2.5’in bir diger énemli sonucu ise iyi taniml yeni bir bagint: veriyor ol-
masidir. U kiimesi, V' i¢ carpim uzayinin bir alt uzayi olsun. Bu durumda her v € V'
icin oyle bir ve bir tek v € U, v’ € U+ vardir ki v = u + o/ olur. O halde

projy (v) = u

seklinde tanimlanan proj; : V. — U bagmntist bir dogrusal déntsiimdir ve projg(v)
vektoriine v'nin U uzay1 tizerine izdiigiimii ad1 verilir.
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4.3 Normlu Uzaylar

Normlu uzay kavrami, dogrudan metrik uzaylarla iligkilidir. Metrikten kastimiz, uzaklik
ol¢timii yapabildigimiz uzaylardir. Metrik denen geyin birkag temel ozelligi vardir. Bir
d: M x M — R=° fonksiyonu, agagidaki 6zellikleri her x,y, 2 € M ic¢in saghyorsa metrik
adin alir:

e Herz € M i¢in d(z,y) =0 < z =y,
o (Simetri) d(z,y) = d(y, z),
o (Ucgen Esitsizligi) d(x,y) < d(z, 2) + d(z,y).

Baktigimiz zaman bu ozellikler gercekten de temel metrik Ozellikleridir. Bir diistiniin:
Bir nokta her zaman kendisine sifir uzaklikta olmalhdir, 6yle degil mi? Tersine, iki nokta
sifir uzakliktaysa o iki nokta aslinda egittir. Bir A noktasi ile B noktasi arasindaki
uzaklik, B noktasi ile A noktasi arasindaki uzakliga esit olmalidir. Son olarak A’dan
B’ye giden en kisa yol, A’dan C’ye ve C’den B’ye giden yoldan kiigiik egit olmalidir.
Esitlik durumunda ise C' noktasi, A — B yolunun tstiindeyse olur.

U+v

0
Sekil 19: Ucgen esitsizligi: || + o] < ||| + [|7]|
Norm ise bir vektoriin uzunlugunu ifade eder. Bu uzunluk, sifirdan biiyiik bir reel

say1 olmal1 ve skalerle carpmaya saygi duymalidir.
Bir V uzay icin||.|| : V — R=Y fonksiyonu;

e Herve Vigin [[v|| =0 <= v =0,
e HerveVwveleCigin | | = |\ -],
» Her v, uigin [Ju+ o] < Jul] + [|v]

ozelliklerini saghyorsa bu fonksiyona V iizerinde bir norm denir. Ikinci ézellikteki ||
ifadesinin A = a + bi i¢in v a? + b? ifadesine egit oldugunu hatirlatahm. Eger A bir reel
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sayl ise bu ifade mutlak deger fonksiyonuna es deger olur. Uzerinde norm tanimlanan
vektor uzaylarina normlu uzay adi verilir. Buradaki tiggen esitsizliginin bagka bir
temsili daha vardir. Normlu uzayda tiggen esitsizligi su sekildedir:

lz+yll <=l +llyll v,y
Simdi a, b i¢in agagidakileri yazalim:
a=(a—0>)+b,
buna tiggen esitsizligini uygulayalim:
lall = [I(a = b) + b]| < [la — bl + [|b].
Boylece,
lall = ol < fla —of-
Benzer sekilde,
b=(b—a)+a,
buradan da
1ol = 16— a) +all < [[b = all + [[a]l = lla = bl + [la],
yani,
1ol = llall < fla = o]-
Sonug olarak,
—[la =0l < [lall =[] < lla —bl,
ve bu da
llall = floll} < lla — o]
esitsizligini verir. Bu kogulu ileriki konularda kullanacagiz.

Teorem 4.3.1 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). V' bir karmasik i¢ carpim uzaye olsun.
Asaqidaki esitsizlik saglanar.

[z, )| < vz, 2)V/ (Y, y)

Esitlik durumu yalnizea x ve y dogrusal bagimlysa gegerli olur.
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Kanat: x ve y dogrusal bagimsiz olsunlar. Demek ki y # 0 ve her ¢ € C skaleri igin
x —cy #0olur. c = % secerek hesap yapmaya baglayalim:
0< (x—cy,x—cy> = <Q?,ZL‘ _Cy> - <Cy,ZE _Cy>
= <.I’,JI> - <LL’, Cy> <Cy7 > <Cy7 Cy>
= <x,x)—E<x,y>— < > CC( >

= ><ﬂf,y>

—~

8

(y,z) W)
(,y)
(

= (z,7) — z) + |c*(y. y)

(y, )
R yx) o o)l
(@) <y,y>< )= (y,y><’ ) (y, )
o) - [y, z)*
’ (,y)

En sag tarafla en sol tarafi birlestirerek esitsizligi elde ederiz. Burada en az bir ¢ € C
icin x — cy = 0 olsaydi o halde esitligin saglanacagina dikkat edin. O

Cauchy-Schwarz esitsizligi, son derece temel bir esitsizlik olup bir sonraki teoremin
kanitinda 6nemli bir rol oynar.

Onsav 4.3.1. V bir karmasik i¢c carpim uzayr olsun. O halde
2] := /(z,z)
tanwma bir norm belirtir.

Kanat: Porzitiflikten otiirtt (x, ) ifadesinin sifirdan biiytk bir reel say1 oldugunu biliy-
oruz. O halde |z| = (z,z) : V — R2? fonksiyonu iyi tamimhdir. Norm 6zelliklerin
saglandigini gosterelim.

1. (z,z) =0 <= z = 0 ozelligi, i¢ carpimin tanimindan geliyor. O halde ilk 6zellik
bariz.

2. Herhangi bir A karmagik sayisi i¢in

Izl = V/{Az, Az) = \/ ANz, 2) = VA, )z = AV (@, 2) = [A]||z]

hesabini yapabiliriz. Bu durumda ikinci 6zellik de saglanir.

3. x,y € V i¢in
[l +y

89



ifadesini inceleyelim.

(z+y,z+y) =(r.2+y)+({y,z+y)
= (z,2) +(z,y) + (y,2) + (¥, y)
= (z,2) +(z,y) + (2,9) + (¥, )
= (z,z) +2Re({z,9)) + (v, y)
= (z,z) + 2[(z, y)| + (v, y)
<z, z) + 2(z,)(y, y) + (¥, )
= ({z,2) + (y,9))?

Bu hesabi yaparken her a + bi karmagik sayisi i¢gin Re(a + bi) = a tanimini anim-
satalim. Ayrica egitsizlige gegerken Cauchy-Schwarz egitsizligini kullandik. En sol
ve en sag tarafin karekoki pozitif oldugundan her iki tarafin karekokiini alarak

Iz +yll < [l + [lyll
esitsizligini elde ederiz.
Bu ig 6zellikle birlikte (x,z) bir norm belirtir. O

Bir i¢ carpim uzayinda i¢ ¢arpim vasitasiyla norm tanimlanmigsa Cauchy-Schwarz
esitsizligini |(z,y)| < ||z|||ly|| olarak da ifade edebiliriz.

Sonug 4.3.1. Her karmasik i¢ carpim uzayr bir normlu uzaydar.

Bu konunun baginda normlu uzaylarin metrik uzaylarla dogrudan bir iligkisi oldugunu
sOylemigtik. Simdi buna bir anlam kazandirmanin vakti geldi.

Teorem 4.3.2. Her normlu uzay bir metrik uzaydir.
Kamnat: V bir normlu uzay olmak tizere d : V x V — R=° fonksiyonunu
d(z,y) = [lz =y

kurali ile tanimlayalim. Norm fonksiyonu sifirdan biiytik degerler aldigindan bu fonksiyon
iyi tanimhidir. Ayrica her z € V igin

d(z, ) = & — || = [|0]} = 0

oldugu bariz. Tersine, d(x,y) = 0 olsun. O halde ||z — y|| = 0 olacagindan yine normlu
uzayin Ozelliklerinden = y ¢ikar. Simdi ikinci 6zelligi gosterelim:

d(z,y) = llz =yl = (=D = 2)[ = [ = Ully — 2] = lly — z[| = d(y, z).

Simetri Ozelligini de kolayca gostermig olduk. Son olarak tiggen esitsizligine bakalim.
Normlarin ii¢gen esitsizligi ile bunu da rahatca yapabiliriz:

d(z,y) =z =yl = llv =2+ z =yl <z = 2| + ||z = yll = d(z, 2) + d(z,y).

Kanit tamam. 0
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Sonug 4.3.2. Her karmasik i¢ carpim uzayr bir metrik uzaydar.

I¢c carpim uzaylar ve metrik uzaylarla ilgili bir gecis bulduk bulmasina ama acaba
bunun tersi dogru mudur? Yani her metrik uzay bir normlu uzay midir? Ya da her
normlu uzay bir i¢ carpim uzayr midir? Bu genel olarak dogru degildir. Simdi bazi
normlu uzay ornekleri verelim. Ornek verirken bu gecislere karsi 6rnek de vermis ola-
cagiz.

e ||.|| : R — R fonksiyonu

kurali ile bir norm belirler. Bu norma Oklid normu ad: verilir.

e ||.]| : C" — R fonksiyonu

(@1 szl =

kural: ile bir norm belirler.
. feC]0,1]
1f ()] = Sup}{lf(w)l}

z€[0,1

kurali bir norm belirtir.

e ||.|| : R — R fonksiyonu

n
@1,z = Y il
i=1

kurali ile bir norm belirler. Fakat bu norm, bir i¢ ¢arpim uzay1 degildir. Bunu
ilerde kanitlayacagiz. Bu norm, Manhattan normu adini alir.

o I ={(an)nen : D ,cn 05 yakinsak} tanimim yapalim. Bu kiime,

{(@n), Ba))l = anba

neN

i¢ carpimi ile bir normlu uzaydir.

o (C*[a, b] kiimesini, yani [a, b] araliginda k kere tiirevlenebilen karmagik fonksiyonlar
uzayimi ele alalim.

(r9) =Y [ Tl a)da

tanimi bir i¢ carpim verir. C*[a, b] uzay1 bu i¢ carpima gore bir normlu uzaydir.
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Teorem 4.3.3 (Paralelkenar Ozdesligi). V' bir i¢ carpim uzay olsun. Her x,y € V igin
2[lz)1* + 2llyl1* = llz + ylI* + lz — yl®
olur.
Kanat: Keyfi x,y € V vektorleri segip hesaplamaya baglayalim.

Iz +yll* + llz —ylI* = (z +y, 2+ y) + (2 —y, 2 — y)

(

(2(z,z) + 2(y,y)) + ({2, 9) + (Y, 2) + (~y,2) + (z, —Y))
(2(z,7) +2(y, ) + ({2, 9) + (y, 2) — (y,z) — (2, ¥))
2
2

(z,7) +2(y,v)
=>4+ 2||y*.

Daha fazla soze gerek yok, kanit burada biter. ]

Sekil 20: Paralelkenar Kural ile Vektor Toplami

Manhattan normuna geri dénelim. Bu norm Teorem 4.3.3'1 saglamaz. Bir deneme
yapmak adina x = (1,1) ve y = (3, 2) secelim. Bu durumda

2]l2]1* + 2[lyll* = 2(11] + [1)* + 2(3] + [2])* = 8 + 50 = 58

sonucunu buluruz. Ote yandan, [lz —y||* + [lz + y[|* = [|[(=2,-1)|* + [[(4,3)* =
(| =2+ =1))%24 (4] +3])*> = 9+25 = 34 bulunur. Iki sonug birbirine esit olmadigindan
Manhattan normu bir i¢ ¢carpim uzay1 olamaz.

Pisagor teoremini bilirsiniz. Dik bir iiggende iki dik kenarin uzunluklari a ve b ise
hipoteniisii ¢*> = a? + b bagintisiyla bulabiliyoruz. Biz norm ile birlikte vektér uzay-
larinda uzunluk kavramini biliyoruz. Ayrica i¢ ¢arpim uzaylarinda diklik kavramimi da
biliyoruz. Acaba diyorum, pisagor teoremi iki dik vektor i¢in gegerli olabilir mi? Temel
bir soru ve hemen yanitini verelim.

92

(z,2) +(z,y) + (y,2) + (¥, y) + (z,2) + (—y,2) + (z,~y) + (~y, —y))



Teorem 4.3.4. V' bir i¢ carpvm uzay: ve (u,v) =0 olsun. O halde
[l + (|| = [lu +v|*

esitligi saglanar.

Kanat:
|u+v|* = (u+ v, u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= (u,u) + 0+ 0+ (v,v)
= [lul® + [lv]]*.
Fazla soze gerek yok, kanit bu kadar. ]
Tanim. V' bir normlu uzay ve u € V olsun. Eger ||ul| = 1 dzelligi saglanwyorsa u’ya

birim vektor adr verilir.

Onsav 4.3.2. Sifirdan farkl bir u vektori icin
u
[[ul]
bir birim vektordiir.

Kanat: u vektori sifirdan farkh oldugu igin H_iH sayisl mevcuttur.

= || =1

hesabindan istedigimiz direkt ¢ikar. ]

HUH

Sonug 4.3.3. Herhangi bir A € R=° uzunlugunda ve u € R™ vektori ile ayni dogrultuya
sahip bir vektori

il
seklinde yazabiliriz.
Bu sonug sayesinde bir vektoriin digerine izdiigimuni yazabiliriz. Tek yapmamiz

gereken izdiigiim vektoriiniin uzunlugunu bulmak, sonrasinda onu diger vektoriin birim
hali ile carparak izdiigiimiinii bulabiliriz. Sekil 21’den takip edin.

570} (7)

=1

Sekil 21: Izdiigiim
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Diyelim ki bir v vektoriiniin v vektoriine izdigtimini ariyoruz. Bu vektori proj, v
olarak isaretleyelim. Aradaki acinin kosiniisii

(u, v)
[[ol[[fu]

olarak bulunabilir. Boylece
(wo) _ o llproj,ul
[o]][ull o]
bagintisini elde ederiz. Buradan da
I proj, o] = -

elde ederiz. Jimdi v dogrultusunda Sonug 4.3.3’i uygulayarak:

S (u,v) _ {u, v)
PO = ™ ™ )

elde ederiz. Eger v vektoriinden izdiigtim vektoriini ¢ikarirsak u vektoriine dik bir vektor
elde ederiz. Bunun icin i¢ ¢carpimlarinin sifir oldugunu gostermek yeterli:

<u7 v = pI'Oju U> = <u7 U> - <’U,, pI‘Oju U>

{u, v)

= (u,v) — (u, <u,u>u>
= (u,v) — {u, v) u,u
_< ) > <u,u>< ) >
= <u7 U> - <U,U>

=0.

Boylece sifirdan farkli herhangi iki vektor ile ortogonal vektorler elde edebiliriz. Ayrica
ortogonal sistemlerin dogrusal bagimsiz oldugunu biliyoruz, yani n boyutlu bir uzayda
n adet ortogonal vektor bulabilirsek bir taban elde ederiz. Hatta bu tabanin elemanlar:
birbirine dik olur. Daha da iyisi, bu vektorleri birimlegtirerek her birinin birim vektor
olmasini saglayabiliriz. Ortogonal birim vektorlerden olusan bir sisteme ortonormal
sistem ad1 verilir. Bir sonraki sonu¢ 2 boyutlu bir uzayda ortonormal bir sistem olus-
turmay1 gosterir.

Sonug 4.3.4. Sifirdan farkl u,v vektorleri i¢in

U
€1 = ——

[[ul
e €1 — <"U>€1>€1

ler = (v, er)e]]

vektorleri, bir ortonormal taban olusturur.
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Bunu n vektore genelleyebiliriz. Bu siire¢, herhangi bir tabani ortonormal tabana
dontigtiirir ve Gram-Schmidt Ortonormallestirmesi adini alir.

Teorem 4.3.5 (Gram-Schmidt Prosediirii). V' bir i¢ carpim uzayr olsun ve {ei, ...,e,}
kiimesi bu uzaywn herhangi bir tabant olsun.

€1
V] = —
T el

Un — 30 (vn, €3)€

o = 3207 (vn, €)es|

tanwma ile birlikte {vy, ..., v, } kiimesi V' uzayinan bir ortonormal tabanadur.

n -

Kanat: Sonug 4.3.4’ten tiimevarimla c¢ikar. O]

Onsav 4.3.3. V bir i¢c carpum uzays ve ey, ..., e, ortonormal bir taban olsun. O halde
her v € V ig¢in

n

v = Z(U,€1>€1

i=1

olur.

Kanat: Her 0 <i,j < nicin (e;, e;) = §;; oldugunu not edelim. Zira eger i # j ise e;
ile e; ortgonal, eger i = j ise ortonormallikten (e;, e;) = 1 olmahdir. a; skalerleri igin

n
v = E a;€e;
i=1

olsun. Herhangi bir j i¢in her iki tarafta e; ile i¢ carpim alarak:

<’U,€j> = <Z aiei,e]) = Zai<ei,6]~) = ZaiéiJ‘ = Gj

=1 =1 =1

elde ederiz. Her 7 igin a; katsayilari yerine (v, e;) yazarak bu 6nsavin kanitini bitirebiliriz.

]

Teorem 4.3.6 (Perseval Esitligi). ey, ..., e, ortonormal bir taban ve v bu taban tarafindan
tretilen herhangi bir vektor olsun. O halde

n
loll* = (v, e)?
=1

esitligi saglanar.

Kanat: Onsav 4.3.3 ve Pisagor Teoreminin (bkz. Teorem 4.3.4) direkt bir sonucudur.
O
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Teorem 4.3.7 (Bessel Esitsizligi). V' bir i¢c carpim uzayr ve {vy,...,v,} ortonormal bir
sistem olsun. Her v € V ig¢in

n
> v, < ol
=1

esitsizligi saglanar.

Kanat: Norm fonksiyonunun sifirdan biiyiik degerler aldigini biliyoruz. Temel i¢ carpim
fonksiyonu 6zelliklerini kullanarak

n

0< Jlo— {v,viuill”

=1

=[v]* = 2> Re(v, (v, v)vi) + > [(v,v3)?
=1 =1

= [lol* =2 Re|(v,00)[> + > [{v,0)
=1 =1

n
= [loll* = D (v, v9)?
=1

elde ederiz. En sag tarafi en sol tarafa gegirerek istedigimizi elde ederiz. O

Eger V' sonlu boyutlu degilse her iki tarafta n sonsuza giderken limit alarak
> Hvee® < lolf?
i=1

sonucunu buluruz, bu da Y 7 | [(v, e;)|? serisinin yakinsadig anlamma gelir.

Teorem 4.3.8. (Optimizasyon Problemi) Bir V' i¢ carpvm uzay: alalvm ve uw € V' sifirdan
farkly olsun. Bu durumda her v € V i¢in

v = proj, v|| < [lv —ul
saglanir. Ancak ve ancak uw = proj, v olursa egitlik saglanar.

Kanat: Sifirdan farklh bir u sabitleyelim. v — proj,v ve || proj, v — u| vektorlerinin
ortogonalliginden

lv = projuv [|* < [l — projuv ||* + || projuv —ul|* = [[v — projuv + projuv —ull = [Jv — u|
bagntisini elde ederiz. Bu da teoremin ilk yarisini kamitlar. Ikinci yarisi icin
[ = projuv || = [lv — ull
varsayimini yapalim. O halde daha 6nce elde ettigimiz
lv = projuv [[* + [ projuv —ul|* = [lv — ul|?

bagmtisindan || proj,v —u||? = 0 elde ederiz. Bu da ancak ve ancak proj,v = u ise
saglanir. ]
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Peki bu teorem bize nasil bir optimizasyon veriyor? Bunu biraz diigiinelim. Em-
inim ki Maclaurin serilerini daha 6nce duymugsunuzdur: Trigonometrik sinz ve cosx
gibi fonksiyonlara polinom halinde yaklagmada 6nemli bir tekniktir fakat tek degildir.
Simdi buna benzer bir uygulama yapacagiz: sin x fonksiyonuna polinomlarla yaklagmay1
deneyelim. Oncelikle bir derece belirleyelim. Besinci dereceden polinomlarla sinz’e en
yakin polinomu C[—7, 7] uzayinda bulmaya cahgiyoruz. I¢ carpimimiz ise

/0 " f@)g(a)da

seklinde verilmis olsun. Besinci dereceden polinomlar icin 1, z, 22, 23, 2%, 2° tabanindan

bahsedebiliriz. Bu tabani ortonormallegtirelim.

1
er = 0
I

secgebiliriz. Paydadaki norm tahmin ettigimiz gibi olmayabilir, hesap yapalim:

11| = / dr =V 2m.

O halde e; = \%7 olmaliymis.

Teorem 4.3.5’1 kullanarak ikinci vektorii hesaplayalim.

T — <€17 x>€1

€y =
C lr = (e el

hesabini yapmamiz gerek. Bu oldukca uzun siiren bir iglem oldugundan bilgisayar kodu
yardimiyla biitiin bu vektorleri hesaplayabiliriz. Sonug su sekilde:

Vor
or
Vi
N

o= ai(52)

x3 — 3r2L
- sTI(EET)
! A/m?

rt — 6m2 (=)
o5 = 105\/§< 7 )
° 164/ 79
a::"—37r2(£

2% — 3r4(2) — 1072 (228
es = 63v/22( z )
’ 16V
Evet! Iste gordiigiiniiz gibi. Bu kadarini elle hesaplamak cok zor olurdu. Peki
aradigimiz yaklagimi nasil bulacagiz? Teorem 4.3.8i kullanarak sinz fonksiyonunun

€1 =

€9

2
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besinci dereceden polinomlara en diisiik normlu izdiistimiiniin dik olan oldugunu anlariz.
Yani U = (1, z, 2% 23, 2%, 2°) igin proj; (sin x) vektoriinii bulmamiz gerek. Bunu da
5

projy(sinz) = Z(sin T, e;)e;
i=0

ile bulabiliriz. Bunu da elle yapmak oldukca zor olacak. Bilgisayara yaptirdigimizda:

projy (sinz) = A T/2 A77/2

V1d2(522 - 372) (—\/ﬁ(—w +30m) + V/14(—307 + 273))

N V22 2(63z* — 702z + 157%)

16711/2
—/22(=T7560m — 87° + 84073) + /22(—84073 + 87° + 75607)
’ 16711/2
3r
w2
polinomunu elde ederiz.
)
I e <
| @
__7‘(; N _g g 7_(_
SN 7 1 —sin(z)
--- Projeksiyon (derece 5)

Sekil 22: sin z ile izdiigiim polinomunun kargilagtirilmasi

Gortildiigii tizere yeni polinom sin z’e oldukca yakin. Bu hesaplamalari yapmakta
kullandigim python kodunu asagida bulabilirsiniz:

import sympy as sp
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Sembol ve ig¢ 1gcarpm 1i1tanm

7 x = sp.Symbol('x")
s interval = (-sp.pi, sp.pi)

10 def inner (f, g):

return sp.integrate(f * g, (x, *interval))
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13 # Gram-Schmidt ile sortonormalletirme
14 def gram_schmidt (polynomials):
15 ortonormal _basis = []

17 pzero = polynomials [0]
18 frvec = pzero / sp.sqrt(inner (pzero, pzero))

20 ortonormal_basis.append(frvec)
21 polynomials.remove (pzero)

23 for p in polynomials:

24 # Ortogonal yap

25 sum = 0

26 for g in ortonormal_basis:
27 proj = inner(p, q) * q
28 sum += proj

29 P = p - sum

30 # Normla

31 norm = sp.sqrt(inner(p, p))
32 if norm != O:

33 p = p / norm

34 ortonormal_basis.append(sp.simplify(p))

35 return ortonormal_basis
36

37 # g1Balangg vektoérleri

38 basis = [1,x,x**2,x**3,x**4 , x**5]

39

10 # Iglem

11 orthonormal_polys = gram_schmidt(basis)

12

13 # 1Yazdr

14 for i, poly in enumerate(orthonormal_polys):
45 print(f" _{i}(X) ="5 POly)

7 £ = sp.sin(x)

is projection = 0

40 for phi in orthonormal_polys:
50 coeff = inner(f, phi)

51 projection += coeff * phi

53 # 1Sonuglar 1iyazdr
54 print (projection)

57 £_lambdified = sp.lambdify(x, f, 'numpy')
58 proj_lambdified = sp.lambdify(x, projection, 'numpy')

60 # 1Aralk ve gdeerler

61 x_vals = np.linspace(-np.pi, np.pi, 500)
62 f_vals = f_lambdified(x_vals)

63 proj_vals = proj_lambdified(x_vals)
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69

70

71

5 # Grafik
; plt.plot(x_vals, f_vals, label='sin(x)')

7 plt.plot(x_vals, proj_vals, '--', label='Projeksiyon')
plt.title('sin(x) ve Polinom 1Uzay Projeksiyonu')
plt.grid ()
plt.legend ()
plt.show ()

Listing 1: Ortonormal Polinomlarla sin(x) Yaklagimi

Teorem 4.3.9 (Riesz Temsil Teoremi). V' sonlu boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayr olsun. Her
p € V* icin oyle bir ve bir tek v € V' vardwr ki

p(u) = (u,v)
olur.

Kanat: Once varlign gosterecegiz. Teorem 4.3.47i kullanarak V'’nin bir ortonormal
€1, ..., €, tabanim alabiliriz. Her u € V' icin

olu) = (3 (. ei)er)

= ZW ei)e(ei)

= <u7 Z MGJ

elde ederiz. Demek ki v = > | ¢(e;)e; almak, teoremin varhk kisminmi kamitlar. Simdi
teklige bakalim. Diyelim belli v1,v9 € V' ve her u € V igin

<U7U1> = <u7 U2>
saglaniyor. O halde u = v; — vy secerek
<Ul—’U2,U1> = <U1—’U27’02> < <U1—1)2,1)1>—<’01—U2,U2> =0 <— <U1—U2,U1—U2> =0

elde ederiz. Bu da ancak vy — vy = 0 iken dogru olur. Demek ki v; = vs. ]
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4.4 ic Carpim Uzaylarinda Diziler

Say1 dizilerini az c¢ok biliyorsunuzdur. Bu boliimde vektor dizilerini gorecegiz. Dizi
kavramina tamamen yabanciysaniz bile merak etmeyin, onu da agiklayacagiz. Bir diziyi
yan yana siralanmis bir vektor toplulugu gibi diigiinebilirsiniz. Ornegin, R? uzayimda bir
dizi yazalim:

(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),...

Burada bir diziyi, dizinin elemanlarini yan yana siralayarak ifade ettik. Bir dizinin bir
kiimeden fark: dizilerdeki elemanlarin bir siras1 olmasidir. Ornegin bir diziye a ismini
verelim. Dizinin birinci terimini aq, ikinci terimini as, ti¢iincii terimini ag, bir k£ dogal
sayist icin k'inci terimini ay, ile gosteririz. Genel olarak bir diziyi

a1, az,as, a4, as, Ag, A7, ...

olarak ifade edebiliriz. Fakat her ne kadar sezgisel olarak giizel bir fikir verse de ele-
manlar1 sirayla yazmak pratik bir kullanim degildir. Dogal sayilar1 ifade etmek i¢in her
seferinde {0,1,2,...} diye yazmayip N gibi evrensel bir ifade kullaniyorsak, diziler i¢in
de (an)nen ifadesini kullanacagiz. Bunun yerine kisaca (a,) yazabiliriz.

Tanim. V' bir vektor uzayr olsun. Bir a : N — V' fonksiyonuna V Jizerinde bir dizi
denir ve a(n) = a, olarak gosterilir.

Bizi asil ilgilendiren mevzu ise dizilerin yakinsakligidir. Yakinsaklik, limit kavraminin
ta kendisidir. O yiizden bu limit kavramini anlamak gerekiyor. Bir dizinin limiti ne de-
mek? Bunu uzunca agiklayacagiz. Bunun i¢in klasik bir érnek verelim: a, = % dizisi.
Bir gozlem yapalim, dizinin ilk birkag terimine bakalim:

Oncelikle n ne olursa olsun dizideki % ifadeleri her zaman pozitif olmalidir. Bu konuda
anlagalim. Fakat ayni zamanda dizinin elemanlar1 bir kii¢iilme halinde. Bunu gérmek
i¢in ilerleyen terimleri inceleyelim:

1 1
a100 = m = 001, aioo0 = m = 0001, a10000 — m = 0.0001

Dizinin terimleri ilerledikge, dizinin degeri kiigiiliiyor. Bunu teoride sdyle kanitlayabiliriz:

n<<m <— l<l < Gy < Q.
m n
Bu dizinin tiim terimleri pozitif ve terimleri siirekli kiigtiliiyor. Belli ki dizi sifirdan agag:
inemez ama sifir da olamaz. Peki ne yapabilir? Sifira yaklagabilir. Dizinin yaptigi sey
sifira yaklagmak. Her bir terimde sifira bir adim daha yaklagiyoruz. Higbir terim sifira
asla egit olmayacak, 6nemli degil, dizinin terimleri ile sifir arasindaki mesafenin her daim
azaliyor olmasi. Bu yaklagma igini biraz teknik bir hale getirelim.
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Sekil 23: Sifira yeterince yakin bir aralik

Sekil 22yi inceleyin. Buradaki ¢ sayis1 tamamen keyfi bir deger olsun. Ornegin,
g = 1(0~10000000000000 alabiliriz. Yeterince kiiciik bir say1, éyle degil mi? Bu araligin
icinde bir x noktasi isaretleyelim. Bu x noktas i¢in, sifira en fazla ¢ kadar yakin diyebil-
iriz. Yani, sifir ile x noktalar1 arasindaki mesafenin ¢ degerinden daha kiigiik oldugunu
soyleyebiliriz:
|z — 0] <e.

Eger dizinin elemanlar1 bu kiimenin i¢indeyse, yani bir yerden sonra
la, — 0] < ¢

saglaniyorsa sikint1 yok, dizinin sifira yaklagtigini séyleyebiliriz. Fakat bu yeterli degil.
Bir yerden sonra dizinin gy = 2485~10000000000000 dqegerinden de kiigiik olmasi lazim. Eger
dizinin hicbir terimiyle sifir arasindaki mesafe ¢y, degerinden kiigiitk olmasaydi dizinin
sifira yaklastigini soyleyemeyiz. Belki senin ya da benim i¢in yeterince kiigiliktiir, ama
bir bagkas1 i¢in yeterli olmayabilir. Belki de boyutu ¢y degerinden kiiciik bir takim
yaratiklar matematik yapiyordur, belki de bu mesafe onlar i¢in oldukca btytiktir. Yani
demem o ki € degeri ne olursa olsun dizinin bir yerden sonraki terimleri ile sifir arasindaki
mesafe o degerden kiictik olabilsin ki dizinin sifira yaklagtigini soyleyebilelim.

R
— —£p 0 €0 €

Sekil 24: Sifira daha da yakin bir aralik

Yani her ¢ > 0 i¢in bir N € N vardir 6yle ki her n > N i¢in
la, — 0] = |a,| < ¢

olmali. Normlu uzaylarda mesafe kavrami oldugunu biliyoruz, demek ki yaklagma
kavrami da olmali. Yukarida yaptiklarimizi motivasyon kabul ederek yeni bir tanim
yapalim.

Tanim. V' bir normlu uzay olsun ve a € V' olsun. (a,) ise V dzerinde bir dizi olsun.
Eger her e > 0 i¢cin oyle bir N € N bulabiliyorsak, dyle ki her n > N indisi i¢in

|a, —al|| < e
oluyorsa, (a,) dizisinin a’ya yakinsadigi séylenir. Bunu kisaca

lim a, = a
n—oo
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ile gosteririz. Bir limite yakinsayan dizilere yakinsak dizi ady verilir. Yakinsak ol-
mayan dizilere wraksak dizi denir ve dizinin iraksadigr soylenir.

Dizilerin yakinsakliklarinin normdan norma degistigini belirtmek isterim. Bir norm
ile bir dizinin yakinsakligi hesaplanabiliyorken bagka bir normda ayni dizi yakinsak ol-
mayabilir. Ornegin C[0, 1] uzayinda integral normu ile

1f (@)oo = sup{|f(x)[}

seklinde tanimlanan normu digiinelim. a, = z7" dizisini tanimlayalim. Bir ¢ > 0
secelim. Integral normuna gore hesap yaparsak;

1 . 1‘,L,fn+1 11771 1
fow =0l = [ o = (Eo) = =
0 0 —n-+1 l1-n n-1

elde ederiz. Dogal sayilarin yapisi geregi ¢ N > 1 olacak gekilde bir N € N bulabiliriz.
Daha dogrusu, % < N olacak sekilde bir N dogal sayisi segebiliriz. Zira % degeri sonlu
bir degerdir fakat dogal sayilar kiimesi sonsuza kadar biiyiiyebilir. Bu durumda % <e¢
olur. Bu durumda her n > N + 1 i¢in

1
n—1
elde ederiz. Bu da (a,) dizisinin sifira yakinsadigi anlamina gelir. Fakat ||.|| normuna
gore hesap yaparsak her n dogal sayisi icin

law — O]l = |—— | < |~ | <
a, — 0] = —l<e
N

lan = Oflee = [l2™"[loc = sup {[z7"[} = oo

z€[0,1

—_
=)

Y 3
9t 6
Sty 29
7 1
6 1
5 1
4 1
3 1
2 1
1 1

0.5 1 1.5 2
Sekil 25: a,, = x™" dizisinin baz1 terimleri (sup,co {27} = 00)

Demek ki integral normuna gore dizi sifira yakinsiyorken ayni dizi supremum nor-
muna gore raksiyor. Dizi ayni dizi, vektor uzay1 ayn uzay, degisen tek sey norm.
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Normlu uzaylarda yalnizca bir limit vardir. Yani dizinin iki degere birden yakin-
sadigindan bahsedemeyiz. Bu olgunun bir kanitin1 yapalim.

Onsav 4.4.1. Bir V normlu uzaymda her yakinsak dizinin tek bir limiti vardor.

Kanit yaparken onemli bir mevzuyu goz ontinde bulunduralim. Eger her € > 0 igin
saglanan bir ozellikten bahsediyorsak, o zaman bu ozelligin § > 0 i¢in de bahsedebiliriz.
Bunu yakinsak dizi tanimlarinin bir ¢ogunda kullanacagiz.

Kanat: (a,) dizisinin V' uzaymmda hem a € V hem de b € V degerine yakinsadigim
varsayalim ve a # b olsun. O halde her £ > 0 i¢in 6yle bir Ny, No € N vardir ki her
n > N i¢in ||a, —a|| < €/2 ve her n > Nj i¢in ||a, — b|| < £/2 olur. Buraya kadar
yalnizca tamimi yazdik. Istersek ozel olarak e = ||a — b|| segebiliriz, boylece

la =0l = lla = an + an = bl| < fla = an|| + llan = bl <e/2+ /2= = la—b|

elde ederiz. Fakat bu bize ||a — b|| < ||la — b|| geligkisini verir. Bu da a — b # 0, yani
la — b|| # 0 varsayimindan kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla a = b olmali. O

Boylece lim, _,o a, = a yazimimin bir anlami olur, zira bu yazim artik yakinsak
dizilerden vektorlere iyi tanimlh bir bagint1 yazmig olur. Simdi bazi temel 6zelliklere goz
atalim.

Onsav 4.4.2. V bir normlu uzay olsun ve V 'nin belli bir normu dizerinde yakinsak iki
(an), (by) dizisi alalim. Asagqidaki ozellikler saglanar,

i. Bir X skaleri igin lim, o (Aay,) = A(lim, o0 ay,),
it limy oo (ay + by) = limy o0 @y, + limy o0 by

Kanat: 11k ozelligi kamtlayalim. Limite a diyelim. Her ¢ > 0 icin dyle bir N dogal
sayis1 vardir ki her n > N ic¢in

€
lan —all < 7
A
saglaniyor olmali. Bu durumda her n > N i¢in
€
[Aan = Aall = [A] - flan — all < MIW =

olur. Bu da ilk 6énermeyi kanitlar.

Simdi ikinci 6nermeyi kamtlayalim. (a,) ve (b,) dizilerinin limitlerine sirasiyla a ve b
diyelim. Amacimiz ise her € > 0 i¢in

l(an +b,) — (a+b)|| <€

ozelligini her n > N icin saglayan bir N dogal sayis1 bulmak. Iki dizinin yakimsakligini
teker teker ifade edecek olursak her € > 0 i¢in

£
lan —all < 5
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ozelligini her n > Nj icin saglayan bir N; dogal sayis,
€
b, — 0|l < =
b — bl < =

ozelligini her n > Ns i¢in saglayan bir Ny dogal sayisi vardir diyebiliriz. N = max{N;, Ny}
olsun. Bu durumda her n > N igin bu iki egitsizlik yine saglanir. Simdi,
€

9~ ¢

£
I{an +bn) = (a+ b)l = [[(an — a) + (bn = O)| < flan — all + [|bn — bl < 5 +

hesabini her n > N i¢in yapabiliriz. Bu da ikinci 6nermeyi kanitlar. ]

Bu, o meshur toplamlarin limiti ile limitlerin toplaminin egit oldugunu soyleyen
ozelliktir. Eger yakinsak dizilerin epsilonlu tanimini bilmeseydik bu kaniti1 yapamazdik.
Yapiliyorsa da ben bilmiyorum. Yakinsak dizilerde iki vektoriin farkinin normunun
siirekli kucildiiginden bahsedebiliriz. Demek ki iki vektoriin normunun fark: belli bir
degeri agsamaz, aksi halde yakinsaklik olmazdi. Peki ya dizinin terimlerinin normu
hakkinda ne soyleyebiliriz? Sizce yakinsak dizideki vektorlerin normu, her degeri al-
abilir mi? Cevap, hayir. Yakinsak dizilerdeki terimlerin uzunlugu, yani normu, belli bir
degeri asamaz. Bu bize yeni bir tanim gerektiriyor.

Tanim. V normlu uzay: izerinde bir (a,) dizisi alalvm. Bir M > 0 reel sayist ve her
n € N i¢in
lan|l < M

oluyorsa (a,) dizisine bir sinerly dizi denir.

Iddia ettigimiz iizere her yakinsak dizi smirhdir fakat bunun tersi dogru degildir.
Mesela R iizerinde 6klid normu ile a,, = (—1)" dizisine bakalim. Bu, klasik bir 6rnek
olup belki de her kitapta vardir. Bu dizi sinirhdir, zira dizinin terimleri yalnizca —1 ve 1
elemanlarindan olusur. Bu elemanlarin normlar1 2’den kiiciik oldugu icin dizi sinirhdir.
Ama yakimsak degildir. € = % alahm. Her N dogal sayisi icin

laons1 — 1| = |(=D)* T — 1| =|-1-1|=|-2|=2>¢

olacagindan hicbir N dogal sayis1 i¢cin n > N kosulunu saglayan bazi dogal sayilar
la, — a| < € 6zelligini saglamaz. Bu da yakinsakligi bozar. Kargi 6rnegimizi verdigimize
gore simdi iddiamizi kanitlayalim.

Onsav 4.4.3. Her yakinsak dizi sinarldar.

Kanat: Bir normlu uzayda a,, yakinsak dizisi alalim ve limite a diyelim. ¢ = 1 geklinde
sabitleme yaparak yakinsak dizinin tanimindan bir N dogal sayis1 icin

lan —all <1
ozelliginin her n > N icin saglandigin soyleyebiliriz. Ucgen esitsizligini kullanarak,

lanll = llall < flan —all <1 <= flan]| <1+ ]

105



yazabiliriz. Demek ki n > N indisi i¢in a,, simirliymis. Gerisi ¢ok kolay. Geriye kalan
1,09, ..., AN_1
terimleri sonlu oldugundan
M = max{|la], l|az[], .., [lax]], lal| + 1}
tanimini yapabiliriz. Her n € N igin ||a,|| < M oldugu agiktir, yani dizi simirhdir. ]

Yakinsak dizilere ilging bir 6rnek olarak ortogonal dizileri verebiliriz. Ortogonal
dizi ne mi ola ki? Birbirinden farkli her iki elemani ortogonal olan diziye ortogonal
dizi adi verilir. Sonlu boyutlu uzaylarda ortogonal diziler sifira yakinsar, neden mi?
Ortogonal elemanlarin dogrusal bagimsiz oldugunu biliyoruz. Demek ki ortogonal bir
diziye en fazla uzaym boyutu kadar sifirdan farkl eleman yazabiliriz. Yani sonlu boyutlu
uzaylarda ortogonal dizilerin sifirdan farkl terim sayis1 da sonludur. Bu da demek oluyor
ki sonlu boyutlu i¢ ¢carpim uzaylarinda ortogonal diziler bir yerden sonra sadece 0 degeri
aliyormug. Boyle bir dizinin sifira yakinsadigi bariz. Fakat sonsuz boyutlu uzaylarda
bu durum gecerli degildir. Ornegin R* uzayindaki kanonik taban elemanlarimi bir dizi
olarak diigiinebilirsiniz:

a; = (1,0,0,...), az = (0,1,0,...), a3 = (0,0,1,0,...).
Bu dizinin elemanlar1 ortogonal olmasina ragmen yakinsak degildir.

Onsav 4.4.4. V vir i¢c ¢arpim uzay ve (ay), (by) bu uzayda yakinsak diziler olsun. Bu
durumda
lim (a,,b,) = (lim a,, lim b,)

n—o0 n—oo ' m—soo

esitligi saglanar.

Kanat: (a,) ve (b,) dizilerinin limitlerine sirasiyla a ve b diyelim. Her € > 0 i¢in
[{an, bn) — (a,b)] < e

esitsizligini her n > N i¢in saglayan bir N € N ariyoruz.

[{an, bn) = {a, b)| = [an, bn) = (an, b) + {an, b) = (@, b)| < [{an, bn) — (an, b)| + [{an, b) — {a, b)]|
[(an, bn = 0)| + [{an — a,b)| < [|an][[[bn — bl + [|b]l[|an — al

Son egitsizlige gegerken Cauchy-Schwarz egitsizligini kullandik. Buradan itibaren (a,)
ve (b,) dizilerinin yakinsakhigim kullanabiliriz. Ayrica Onsav 4.4.3’ten 6tiirii bu diziler
sinirhdir. Haliyle bir M > 0 ve her n € N i¢in

HanHa ||bn|| <M

olur. Simdi ¢ > 0 sabitleyelim ve bir n > N i¢in
€

b, —b|| < ,
b0 — bl < 5=

3
lan = all < 5
2] o]
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olsun. O halde her n > N i¢in

M elbl
2M 20|

[{an, bn) = (a,0)| < lan]l|bn = bl + [[0]][|an — al| <

elde ederiz. Bu da onsavi kanitlar. OJ

Bu kanit1 yaparken yakinsak dizilerin sinirliligi 6nem arz etti. Eger boyle bir 6nerme
kanitlamamig olsaydik, kanittaki ||a, || terimini sinirlayamazdik. Boylece kanitimiz sekt-
eye ugrardi. Neyse ki boyle bir sorunla kargilasmadik. Demek ki limit yalnizca toplama
ve sklalerle carpmaya dagilmiyor, ayni zamanda i¢ carpima da dagiliyor.

Sonug 4.4.1. Sonlu boyutlu bir i¢ carpim uzayinda (a,) ortogonal bir dizi ise her x
vektori icin

lim (a,,z) =0
n—oo

olur.

Yakinsak dizi olmayan ama yakinsak dizilere aday bir dizi 6rnegi verecegiz. Rasyonel
sayilar uzayini diigtinelim.
1\"
ap = (1 + —)
n

dizisini diigtinelim. Agina olacaginiz tizere bu dizinin limiti e sayisi adi verilen 6zel
bir sayidir. Ne var ki bu limit bir rasyonel say1 degildir fakat dizinin biitiin terimleri
rasyoneldir. Yani dizinin terimleri bir yere yaklagiyor ama yaklastigi yer o uzaya ait degil.
Bu durumda yakinsak dizi tanimi bizi kurtarmaz. Elemanlar1 arasindaki mesafe stirekli
kiiciilen ama bir yere yakinsama garantisi vermeyen diziler tanimlamamiz gerekiyor.

Tanim. V' bir normlu uzay olsun ve (a,) bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in
lan — aml|| < e

kosulunu her n,m > N i¢in saglayan bir N dogal sayist var ise (a,,) dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Cauchy dizilerinin toplamlari, skaler ile carpimlar: yine bir Cauchy dizisidir. Ayrica
her Cauchy dizisi sinirlidir. Bunlarin kanitlarini size birakiyoruz. Fakat her Cauchy
dizisi, 6rnegini verdigimiz tizere yakinsak degildir. Bunun tersi ise her zaman dogrudur.

Onsav 4.4.5. Her yakinsak dizi, bir Cauchy dizisidir.

Kanat: (a,) bir normlu uzayda yakinsak bir dizi olsun. Bu dizinin limitine a diyelim.
Her € > 0 i¢in yakinsakhigi saglayan bir N dogal sayist bulduk diyelim. O halde her
n,m > N icin

lan = am|l = llan = a+a = ap|| < flan = af| + [lam — o <&

diyebiliriz. Bu da kanit1 tamamlar. [
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O halde her yakinsak dizinin terimleri gittikce birbirine yaklagiyor olmalidir. Biz her
Cauchy dizisi yakinsak degildir dedik ama, bunun saglandigi uzaylar da var. Mesela R"
uzayinda her Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu durum C" uzayi i¢in de gegerlidir. Bu tiir
uzaylara tam uzay adi verilir.

Tanim. Normlu tam uzaylara Banach Uzayr, tam i¢c carpim uzaylarina da Hilbert
Uzayr denir. Tanwmlary geregi her Hilbert uzayr bir Banach uzayidir.

Bazi tipik Hilbert uzay1 érnekleri sunlardir:

e R™ve C™: Sonlu boyutlu tiim i¢ carpim uzaylar1 Hilbert uzayidir. Ciinki her norm
tamliga sahiptir.

e 1 = {(z,) €CV: 37 |za|? < o0}: Sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayidir. Ig

carpim
<ZL‘, y> = Z TnYn
n=1

seklinde tanimlanir.

o L?[a,b]: Tim f : [a,b] — C fonksiyonlar: i¢in

b
/mewx<m

olmasi yeterlidir. Bu uzayda i¢ carpim

b
mm:/fm%ﬁm

seklinde tanimlanir.

Hilbert uzaylarinda 6énemli bir kavram ise kapali kiime kavramidir. H bir Hilbert
uzay1 olsun ve bir v € H sabitleyelim. Bu seg¢tigimiz elemana en fazla belli bir uzaklikta
olan elemanlar bir kiime olusturur, » > 0 olmak tizere:

Bv,r):={ue H:||v—u| <r}

tanimini yapalim. Bu kiime, v'ye uzakligi en fazla r olan elemanlar kiimesidir. Bu tiir bir
kiimeye r yarigapli kapali yuvar ya da kapal top adi verilir. Kapali yuvarlarin sonlu
sayida birlesimlerinden olusan kiimelere ise kapali kiime adi verilir. Bu tiir kiimelerin
en Onemli 6zelliklerinden biri ise sudur: Eger bir dizi kapali bir kiimenin elemanlarindan
oluguyorsa, limiti de o kiimededir. Bunu o6nce tek bir kapali yuvar icin gosterelim.
Yakinsak bir (a,,) dizisi, B(v,r) yuvarmin elemanlarindan olugsun. Yani her n € N igin
a, € B(v,r) olsun. Limite a diyelim. Eger dizinin limiti, yuvarin digarisinda olsaydi
e = ||Jv — a]| — r segtigimizde en az bir ny € N i¢in

lany —all <& =lv—al =
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olurdu. Fakat dizinin elemanlar1 B(v,r) yuvarinda oldugu igin ||v — a,,|| < r olmali. Bu
durumda,

lo = all < lv—=anll + llan, —all <7+ flv—all =r=v—ad

elde ederdik ki bu bir ¢eligki.

Sekil 26: Celigkinin Gorseli

Celigkinin nereden kaynaklandigini anlamak icin Sekil 25’e bakabilirsiniz. Burada
kesikli daire, € > 0 yaricaplh bir yuvara denk geliyor. Biiytik daire ise r yaricaph daireye
denk geliyor. Dizinin a,, elemani giiya biiyiik dairenin i¢inde kalmali, fakat yakinsaklik
varsayimina gore de kesikli dairenin icinde kalmahydi. Iki daire ayrik oldugundan a,,
noktasi her iki gemberin i¢inde bulunamaz. Bu da bize bir ¢eligki veriyor.

Bunun tersi de gegerlidir. Terimleri belli bir kiimeye ait her dizinin limiti yine o
kiimede oluyorsa o kiime kapalidir. Bunu anlamak i¢in terimleri A kiimesinden olan
her (a,) dizisinin limitinin yine A’da oldugunu varsayalim. Yakinsak her dizi sinirh
oldugundan dizinin terimlerini

lan | < M

gibi bir say ile simirlayabiliriz. Hatta sup(a,) = M alalim. Demek ki dizinin terimlerini
kapala1r bir yuvar icine hapsedebiliyoruz. Ayrica bunu elde ettigimiz yuvar A’nin i¢inde
kalacak sekilde yapabiliyoruz. Bu sekildeki her kapali yuvarin birlesimini alarak A’y
elde ederiz.

Onsav 4.4.6. H bir Hilbert uzay olsun ve S C H bostan farkl herhangi bir altkiime
olsun. Bu durumda S* kiimesi kapalidar.

Kamat: Herhangi bir yakinsak (a,) dizisi alalim ve bu dizinin terimleri S+ kiimesinden
olsun. Bir x € S ve her n dogal sayisi i¢in

(x,a,) =0
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olur. Her iki tarafta da limit alarak

lim (z,a,) =0 <= (z, lim a,) =0

n—oo n—oo

buluruz. Demek ki dizinin limiti de S+ kiimesinde olmaliymis. Buradan istedigimiz
cikar. [

Simdi Hilbert uzaylarinda temel bir geometrik sonug¢ kantlayacagiz. Herhangi bir
kapali kiimedenin digarisindaki her eleman igin, o kapali kiimenin elemani olan bir ve
bir tek eleman vardir ki digaridaki elemana en yakin olsun.

Onsav 4.4.7. A, bir H Hilbert uzaywmn kapale bir altuzaye olsun. Her x € H igin bir
ve bir tek oyle bir y € A vardwr ki

lz =yl = inf [lz — 2|

olur.

Kanat: Oncelikle béyle bir y noktasinim varligim kanitlayalim.
d:=A{|lz—z||:2z€ A}

tanimini yapalim. Sifir bir alt sinir oldugundan boyle bir eleman vardir. Demek ki Gyle
bir (y,,) dizisi var ki

lim |lz —y.|| =d

n—oo
olsun. O halde her € > 0 icin

|z —ynll <d+e€

esitsizligini her n > N i¢in saglayan bir N dogal sayis1 vardir. Paralelkenar kuralindan
otiri,
[ ynH2 + 122 — ypm — ynH2 = 2|z — ym”2 +2[|z — vl

olur. A bir altuzay oldugundan W € A olur, dolayisiyla infimum tanimindan 6tiiri

[z = (ym +yn) /2l > d

olur. Bu durumda her n,m > N i¢in

90 = Ymll* = 2llz = yul® + 2ll2 = yull® = 1122 = Y — yall®
< 4(d+¢)? — 4d®
< 4e(2d + ¢€)

elde ederiz. Buradan (y,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ¢ikar. H bir Hilbert uzay1
oldugundan (y,) yakinsaktir, limite y diyelim. A kapali oldugundan y € A olmahdur.
Buradan,

lz =yl = llz — lim g, || = lim [jz =y, | =d
n—00 n—00
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elde ederiz. Varhg kamtladik. Teklige gecelim. Diyelim 3/ € A i¢in
lz =yl = llz =yl =d
oluyor. A bir altuzay oldugundan (y +y')/2 € A olup
0< ly—y1I” <20z —yll* + 2l — /I = 122 —y =/ |* = 4d” — dl|z — (y + /) /2[]* < 0
egitsizliginden y = ¢ elde ederiz. ]

Ax = b bir dogrusal denklem sistemi olsun. Bu denklemin bir ¢éztimiinii kesin
olarak bulamayabiliriz. O halde umutsuzluga kapilmak yerine denklemi saglamaya en
yakin ¢oziimii bulmaya odaklanabiliriz. Gonitl isterdi ki

|Az —b]| =0

denklemini ¢ozelim. Cézemesek bile B(0, ||b]|) kapali altuzayim ele alarak Onsav 4.4.7
uygulayabiliriz. Demek ki 6yle bir zy € H var ki Az bu yuvara en yakin vektor olsun.
Dondiik dolandik yine lineer denklem sistemlerine geldik. Her ne kadar konu teorik
goziikse de, lineer denklem sistemleri gibi daha uygulamaya yonelik seyleri agiklayabiliy-
oruz. Amacimiz da o degil mi zaten?

Tim bunlarin yani sira dogrusal denklem sistemlerini diziler yardimiyla da ¢6zmek
isteyebiliriz. Bir Az = b denklem sistemi alalim Oyle ki

olsun. Her i € {1,...,n} i¢in a;; # 0 varsayimini yapalm. O halde denklemin ¢’inci
satirindaki degiskeni yalniz birakarak

n

-1
Ti = <Ci - E ai,jxj)

=1,

yazabiliriz. Buradan motivasyon alarak bir (a;)*) dizisini

n

2D o} <C¢ _ Z ai,jxgk))

J=Lj#

yineleme bagintis ile tanimlayalim. Indisler karismasin diye alisilagelmisin aksine
dizinin terim sayisini gosteren indisi yukari yazdik. Bu dizinin hentiz yakinsak olup
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olmadigini bilmiyoruz fakat herhangi bir sey séylemeden 6nce diyelim ki bu dizi yakinsak.
O zaman her iki tarafta limit alarak

(n+1)

%

b= lim x
n—oo

- —1 n n)
= lim, o0 a; ; (Ci - Ejzl,j;si @i T; >

.| n (n)
=3 (Ci - Zj:l,j;éi a;j(z; )
= Gy, (Cz Zj:l,j;éi awb1>

olur. Buradan b;'nin bu sistemin ¢6ziimiin ¢’inci girdisine egitmis. Simdi bu dizinin
yakinsakligin1 kanitlayalm.

n
(k) _ |1 }: (k—1)
|.Z'Z» — bl‘ = Clm C; — ai,jxj — bl
=1,
n
—_ |, -1 E : (k—1) -1 2:
=14, (C’L - Q5T ; ) —Q;, (Cl - aivij)’
J=Lj# J=Lj#i
n n
-1 (k—1)
= |a',1< E 5T 5 - E : aw@)‘
J=Lj#i J=Lj#i
n
_ |1 (k=1)
’az,i E ai,ﬂ(% — b))
=1
n
|- (k—1)
= 1% § ai,j(%‘ —b;)
j=1,j#i
n
-1 (k—1)
> |G, E , |ai7J||$j — by
=1,

Bu hesaplamay1 en sagdaki icin k& — 1 kere daha yaparak |x§k_1) — b,

k L - 0 k |ZT‘L:1,‘ ; i,j '“IZL,- byl
o =l < o[ (30 asgllel? = byl) < SR
j=Li#i i

seklinde bir iistten smirlama elde ederiz. |27, ;. b;| ifadesi zaten sabit bir say1, o
halde yakinsamanin gerceklesmesi icin

| Z?:Lj;éz’ @i j|
|ai_,i1
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olmasi yeter bir kosuldur. Bu yakinsama algoritmasina Jacobi Iterasyonu adi verilir
ve dogrusal denklem sisteminlerin ¢éziimlerini niimerik olarak hesaplamada ¢nemli bir
yer tutar.

Egzersizler

Egzersiz 4.4.1. H bir Hilbert uzayr ve bir uw € H segilsin eleman olsun. H wuzayr
tizerinde bir (b,) dizisi alalim ve

ay, = ||b, — ul|

dizisini tamwmlayalim. Eger (a,,) dizisi 0’a yakinswyorsa (b,) dizisinin u vektorine yakin-
sadigim gosteriniz. Bu onermenin tersinin dogru olup olmadigini arastiriniz.

Egzersiz 4.4.2. Yukaridaki egzersizde H = R*> alalim. Rastgele

ay = (a1,1, 1,2, ),

Az = <a2,17 2,2, )7

an = (Qn1,Ano,...) € H

elemanlary alalim dyle ki sonlu tane i,j i¢in a;; # 0. Bir ¢ = (c1, ¢, ...) sabitleyelim,
yine sonlu adet © i¢cin a; j = ¢; # 0 olsun.

K’f’z',n,kaj) = (aj,h vy Ay Qi1 Ak it2y - oy Ak jidns Ajitn+1s )
tamemane yapalim. Xo = {aq, ...,a,} ve
Xi = Xion U{Er100)00)(a1), -, KT p)001)(a1)}
olsun. p(n),¥(k) rastgele bir dogal sayr olsun. Bir (x,) dizisin,
Tp € Xp; ||2n]] = min{|la —¢|| : @ € X,,}

kuraly ile tanimlayalim. (z,) dizisinin yakinsak bir alt dizisi oldugunu kanitlayin.
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4.5 Yalanci Ters (Pseudoinverse)

Biliyoruz ki verilen bir Az = b denklem sisteminin ¢oéziimiinii her zaman bulamayabili-
riz. Bunun en 6nemli nedeni bu denkleme kargihik gelen T'(x) = b dontigiimiiniin érten
olmamasidir. Elbette, T'(z) = b sistemini ¢ozemesek bile ||7'(x) — b|| normunu minimum
yapmay1 deneyebiliriz. Bunu yapabildigimizi 6énceki boliimde agiklamistik, fakat nasil
yapacagimizi soylememistik. Bu boliimdeki amacimiz T—! kadar etkili olmasa da ters
fonksiyon gibimsi bir 77(b) dogrusal doniigiimii bulmak. Son olarak denklem sistemleri
sonlu boyutlarda anlamli bir kavramdir. O yiizden bu béliimde V' uzayimi sonlu boyutlu
bir i¢ ¢arpim uzay1 olarak alacagiz.

Onsav 4.5.1. T € Hom(V, W) olsun. T ker(m)L ker(T)* — im(T) fonksiyonu
T \xer(ry () = T'()
kuralwyla birlikte birebir ve értendir.

Kanat: Herhangi bir v € ker(T)* i¢in Tye )2 (v) = 0 olsun. O halde tamm geregi
T(v) = 0 olmaldir. Demek ki v € ker(T) N ker(T)* olmali. Fakat bu, v = 0 demek.
Buradan ker(7'|xer(ryr) = {0} ¢ikar. Bu da birebirligi kanitlar.

Simdi ortenligi gosterelim. w € im(T) olsun. Demek ki bir v € V i¢in T'(u) = w
olmali. Onsav 4.2.5’ten otiirii bir v € ker(T') ve v’ € ker(T)* igin
u=v+v

olur. Buradan
w=Tw)=Tw+v)=Tw)+T) =T

gelir. Demek ki T'| 1y Ortenmis. O
Sonug 4.5.1. Her T € Hom(V, W) igin (T yery2)”" € Hom(V, W) olur.

Tamim. Tt : W — V dénisimini
TT(U) = (T\ ker(T)i)_l © projim(T) (v)

kuraly ile tamvmlayalim. Bu TT fonksiyonuna T 'nin yalancy tersi ya da Moore-
Penrose terst adi verilir.

Yalanci ters fonksiyon, bir nevi gergekten ters fonksiyonu verir. Eger T tersinir ise
T-1 =TT saglanir. Bunu gérmek icin 77yi tersinir varsayalim. Bu durumda ker(T) =
{0}, vani ker(T')* = V olur. Ayrica im(T) = W olur. Bu ikisini kullanarak,

prOjim(T) (w) = pI‘OJW('UJ) =w
(T| ker(T)L)_l = (T|V)_1 - T_l

elde edilir. Boylece T~ = T saglanir. Basgka seyler de bulmaliy1z, eger T tersinir olsaydi
ToT™ ! = Idy ve T™' oT = Idy olmas: gerekirdi. Peki, yalanci ters i¢in bu durum
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nasil olur? Oncelikle T'o T fonksiyonuna bakalim. Bazi u € im(T) ve u' € im(T) icin
w := u + u olsun. Buradan

T(T'(w)) = T(T"(u+ ) = T(T"(w) + T'(u')) = T(T"(w)) = u = projir)(w)

cikar. T 1 oT icin v = u + v’ esitligini baz1 u € ker(T) ve u' € ker(T)* icin yazalim.
Hesap yaparsak

Tt(T(v)) =THT(u) + T(«)) = T'T(u) = u' = projee,(ry: (v)
elde ederiz. Bu sonucu yazalim.
Sonug 4.5.2. T € Hom(V, W) olsun. Bu durumda;
i. T tersinir ise T =T71,
ii. ToTt = PLOJim (1)
iii. TToT = PTOJker(T) L -
onermeleri saglanar.

Bu sonuctan bagka bir sey daha cikar, eger T birebirse T o T' = Idy olur, értense
T o T = Idy olur. Artik amacimiza ulasan son teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5.1. T' € Hom(V, W) ve w € W sabit olsun. O halde:

t. Herv eV igin
|IT(T" (w)) — wl| < | T(v) — w]|

esitsizligi saglanir, ayrica esitlik yalnizea v € TH(w) + ker(T) oldugu durumda
saglanar,

ii. Eger v € TTw + ker(T) ise
17" (w)l| < o]l

esitsizligi saglanr ve esitlik yalnizca v = TT(w) durumunda gegerli olur.

Kanat: (i) 6nermesini kanitlayahm. v € V' keyfi bir vektor olsun.

T(v) = w = (T(v) = T(T'(w))) + (T(T'(w)) - w)

yazalim. Sonug 4.5.2°den T'(v) — T(TH(w)) € im(T) olur. Bu durumda T'(TH(w)) —w €
im(7T')* olmahdir. Pisagor teoreminden 6tiirii

IT(v) = w|* = |T(v) = T(T"(w)|* + |(T(T"(w)) — w]®
olur. Buradan aradigimiz esitsizlik ¢ikar. Egitlik durumu ise ancak ve ancak
T(v) = T(T'"(w)) =0

ise saglanir, bu da ancak ve ancak v € T7(w) + ker(7") durumunda saglanir.
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(i7) Simdi de v = (v — TT(w)) + TT(w) yazalm. Yalanc tersin tammindan 6tiirii

TT(w) € ker(T)* olmahdir. Bu da v — T7(w) € ker(T) demektir. Pisagor teoreminden
aradigimiz esitsizligi yine yazabiliriz. Iki normun esitlik durumu bariz. ]

Bu teoremden 6tiirii istenilen minimum normu bir u € ker(T') igin T (w) + u olarak
bulabiliriz. Bir 6rnek yapalim.
r+y=1
rTH+y=2
Yukaridaki denklem sisteminin bir ¢oziimi yoktur. Eger olsaydi 1 = 2 olurdu, ki bu bir
celiski. Simdi bir 7' : R? — R? doniigiimiinii

T(z,y)= (v +y,z+y)

tanimini yapalim. 7T'(z,y) = (1,2) denklemini ¢ézmeye calisiyoruz. Bu déniigtimin
cekirdegini
ker(T) = {(z,y) : (x +y,z+y) = (0,0)} = ((1,-1))

olarak buluruz. Bu uzayin ortogonal tiimleyeni

ker(T)" = (1, —1))* = ({(L,~1)}*) = ((1,1))

olarak bulunur. Bu kiimenin im(7")’ye esit olduguna da dikkat edin. Demek ki her (a, b)
icin

(a,b) = x(1,1) + y(1,—1)
yazilabilir. Buradan 2 = %2 ve y = %3 bulunur. Demek ki (1, 2) vektériiniin doniigiimiin
goriinti kiimesi tizerine izdigimi (2, 2) olarak bulunur. Bu durumda 77(1,2) = (3, 3)
olarak bulunur. O halde teoremden ottirt

LD+ (G =07

vektorii, en uygun ¢oziimlerden biri olarak bulunur. Denklemde yerine yazarak

7 1
x =—-——-=-=15
TYTITiT
bulunur. Yani bu ¢oziim, sistemin gerektirdigi iki sonucu (1 ve 2) birebir karsilayamasa
da, bu iki talep arasinda uzlagan ve ‘ortalama’ bir ¢oziim Oneren en kisa (minimum
normlu) vektordiir. Boylece yalanci ters, en iyi yaklagim verir.
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Egzersizler

Egzersiz 4.5.1.

Egzersiz 4.5.2.

Egzersiz 4.5.3.

Egzersiz 4.5.4.

Sekil 27: Minimum norm ¢éziimiin geometrik yorumu

Verilen denklem sisteminin en uygun ¢ozimini bulunuz.

x
i) =
x3

L =~ Ot

4
2
2

—_ o W
NN g O

Verilen denklem sisteminin en uygun ¢ozimiini bulunuz.

-2 1 2] [x -1
4 5 2| |zo| =1 2
1 3 2 T3 3

Verilen denklem sisteminin en uygun ¢ozimuind bulunuz.

5 7 3| x| = | 6
8 —4 1 I3 0

Verilen denklem sisteminin en uygun ¢ézimini bulunuz.

b o] =)= 1]
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5 Ozdegerler ve Ozvektorler

5.1 Temel Tanimlar

Bu boliimde karmagik V' uzay: i¢in 7' : V' — V tiirtinden doniisiimlerini inceleyecegiz.
Bagka bir deyisle V' uzaymin endomorfizmalarim inceleyecegiz. End(V') uzayi, n x n
tiirtinden matrislere es yapisal oldugundan End(V) en fazla n? boyutludur. Yani, V
sonlu boyuylu ise End(V') sonlu boyutludur. Bu boyuta m diyelim.

T =1Id
Tn+1 —To Tn
() =1
tanimini yapalim. O halde
Id,T,T% .., T"

listesi dogrusal bagimli olmalidir. Demek ki 6yle hepsi birden sifir olmayan «; skalerleri
var ki A = M(T) i¢in

aol + a T+ asT? + ...+ a,T" =0
olur. Bunu bir polinoma uydurabiliriz. Yani
P(z) =ap+ a1z + ... + apz™

yazarak P(T) = 0 varsaymmin yapabiliriz. Dememiz o ki bir P(z) € C[z] polino-
munda, x yerine karmagik say1 degil de bir fonksiyon yazdik, elemanlar: carpmak yerine
bilegkelerini aldik. Yine de bildigimiz bir sey var, bu polinomu dogrusal ¢arpanlarina
ayirmak:

(A —2)(he —2) - (A —2) = P()
Bunu doniigimlere uyarlayarak
(MId—T(x)) - (A\pld —T(z)) = P(T(2))

yazabiliriz. Demek ki T doniigiimii igin 6yle bir \; vardir ki v # 0 i¢in T'(v) — Av = 0
olur. v = 0 olmasi durumunda 7'(v) = Av olmasi bariz olurdu, o ytizden o durumu
yasakladik. Bu bize yeni bir tanim firsati veriyor.

Tanim. 7' € End(V) ve A € C olsun. Eger birv € V igin
T(v) =X
oluyorsa \ skalerine T 'nin bir 6zdegeri ady verilir.
Onsav 5.1.1. A € C sayse T € End(V) déniisiimiiniin bir 6zdegeridir ancak ve ancak,

. T'— MNd donisimi birebir degil ise,
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1. T'— AN d dontstimi orten degil ise,

1i. T — N d dontisimai tersinir degil ise.
Kanat: Bir X 6zdegeri igin (T'— A d)(u) = T(u) — Au = Au — Au = 0 esitligini saglayan
bir v € V' vardir. Buradan ve Teorem 3.2.4’ten sonug gelir. [

Tanim. A € C sayist bir T' dontisimiinin 6zdegeri olsun.
T(v)=XMv
ozelligini saglayan v € V' wvektorine T 'nin bir ozvektori denir.

Onsav 5.1.2. T € End(V) warsayvman yapalom. T ’nin birbirinden farkle Ay, ..., A
ozdegerleri i¢in, bu é6zdegerlere karsilik gelen dzvektorler dogrusal bagimsizdar.

Kanat: Tersine, soz konusu ozvektorler dogrusal bagimli olsun. wvy, ..., v, 6zvektorleri
sirastyla Ap, ..., \; 6zdegerlerine karsilik gelsin. Yani, her 0 < i < k icin T'(v;) = \v;
olsun. Gerekirse bu 6zvektor listesinin minimal oldugunu varsayabiliriz. Minimallikten
ottri hicbiri sifir olmayan aq, ..., oy skaler sayilar: igin

k
Z ;0 = O
i=1
olur. Her iki tarafa S = (T — A\ Id) fonksiyonunu uygularsak

0="1(0) = Z S(oyv;) = Z ;S (v;) = Z o (T(v5) — Mevy) = Z a;( N — M) vs

]

elde ederiz. Ozdegerler birbirinden farkli oldugundan i # k igin a;(\; — A\p) # 0 olur.
Bu durumda

k k—1
=1 i=1

elde ederiz. Demek ki vy, .., vx_1 vektorleri dogrusal bagimli olmaliymig, fakat bu da ilk
aldigimiz 6zdeger listesinin minimalligi ile celigir.

Sonug¢ 5.1.1. T" € End(V) fonksiyonunun en fazla dim(V') kadar birbirinden farkh
ozdegeri ve ozvektori olabilir.

Bir T' dontigiimiinii kok kabul eden bir karmagik katsayili polinomlarin varligini
biliyoruz. Fakat bu polinomu 6zel bir hale getirmek, hesaplar1 daha kolay bir hale
getirebilir.  Aradigimiz polinomun derecesinin olabildigince kii¢iik olmasimi istiyoruz.
Ayrica bagkatsayisini sabitleyerek daha da egsiz bir konuma getirebiliriz. Eger bir P(x)
polinomunun kékii « ise o halde herhangi bir 8 # 0 icin 7' P(a) = 0 olur. Gerekirse
bulacagimiz polinomu bagkatsayiya bolerek bagkatsayiy1 1 kabul edebiliriz. Bagkatsayisi
1 olan polinomlara monik polinom adi verilir.
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Teorem 5.1.1. Herhangi bir T € End(V') dontisimini kok kabul eden en kigik dereceli
monik bir ve bir tek polinom vardwr. Ayrica bu polinomun derecesi, uzayin boyutundan
ktictik egittir.

Kanat: Eger dimV = 0 ise kamitlanacak bir sey yok. dimV = n sayisindan kiciik
boyutu olan her uzay bu 6zelligi saglasin. dim V' i¢in tiimevarimla kanitlayacagiz. Keyfi
bir x € V icin x,T(x),...,T"(x) vektorleri dogrusal bagimli oldugunu goérelim. Bu
kiimeyi bir m i¢in minimal dogrusal bagiml olacak sekilde diizenleyelim. Demek ki

apr + o T(z) + ... + @, T™(z) =0

esitligini saglayan ap, ..., o, skalerleri vardir. ¢; = o' tanimimi yaparak

P(z) = i cir'
i=0

polinomunu tanmmlayalim. P(7'(z)) = 0 oldugu bariz. Polinomun monik oldugu da agik.
Minimallikten otiirii x, T'(z), ..., 7™ (z) vektorleri dogrusal bagimsizdir. Her k& > 0
tamsayisi icin

P(T)(T*(x)) = T"(P(T)(x)) = T*(0) = 0
esitligi, en az m eleman tarafindan saglamiyor olmali. Demek ki dimker P(T) > m
olmahdir. Buradan
dimim7 = dimV — dimker(P(7)) < dimV —m
elde ederiz. S = Ty dontsiimi i¢in tiimevarim varsayimindan bir monik ((x) poli-
nomu i¢in Q(S(z)) =0 ve
degQ(z) < dimim7T < dimV —m

olur. Bu durumda her v € V igin

(PR)((T)(v)) = P(T(v))Q(T(v)) =0

esitliginden ve deg Q(z) + m < dimV esitsizliginden PQ) aradigimiz monik polinomdur.
Bu ozelligi saglayan en diigiik dereceli bir polinom demek ki vardir. Bu varligi kanitlar.

Simdi tekligi kanitlayalm. Aym 6zelliklere sahip iki P(x) ve Q(z) polinomu alalim.
Iki polinom icin bélme algoritmasi kullanarak

P(z) = Q(z)K(z) + R(z) (degR(z) < degQ(z) veya R(z) =0)

olacak sekilde R(z), K(x) polinomlar1 bulabiliriz. Her iki tarafta © = T'(v) alarak 0 =
R(T(v)) elde ederiz. Fakat P(z) ve Q(z) polinomlarmmn minimalliginden R(z) = 0
olmalidir, aksi halde R(x) polinomu diger polinomalardan daha diigiik dereceli olup T"yi
kok kabul ederdi ki bu da bariz bir geligki olurdu. Demek ki Q(z) | P(x) olmahdr.
Genelligi bozmadan P(x) ‘ Q(z) alabiliriz. Boylece av # 0 igin P(z) = aQ(x) elde ederiz.
Iki polinom da monik oldugundan bagkatsayilarini esitlemenin tek yolu a = 1 yapmaktir.
Demek ki P(z) = Q(x). Bu da tekligi kamtlar.

O
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Bu buldugumuz polinom, 6zel bir ismi hak ediyor. 7" € End(V') déniigiimini kok
kabul eden minimum dereceli egsiz bu polinoma 7"nin minimal polinomu ad1 verilir.
Bu teoremdeki egsizligi kanitladigimiz kisimda P(x) yerine T"yi kok kabul eden herhangi
bir L(z) yazarak yeni bir sonug elde ederiz.

Sonug 5.1.2. P(zx), T ’nin mininal polinomu olsun ve bir L(x) polinomu ile her v € V
icin L(T'(v)) = 0 olsun. Bu durumda P(x) | L(zx) olur.

Onsav 5.1.3. P(z) polinomu, T 'nin minimal polinomu olsun. O halde P nin her kokii
T 'nin bir 6zdegeridir. Ayrica her ézdeger bu polinomun bir kékidiir.

Kanat: \ bir kék olsun. O halde bir Q(z) polinomu igin
P(z) = (z = N)Q(z)
olur. Demek ki her v icin
0=P(T(v)) = (T(v) — ) (Q(T(v)))

olur. P(x)'in minimalliginden ve deg @Q(x) = deg P(z) — 1 oldugundan en az bir u € V'
vektort i¢in T'(u) — Au = 0 olmali. Demek ki A\ bir 6zdegermis.
Tersine, A bir 6zdeger olsun. v # 0 i¢in 7'(v) = Av olsun. Buradan

deg P deg P

P(M\v = Z i\ = Z ;T (v) =0
i=0 i=0

gikar. Demek ki A, P(z) polinomunun bir kokiymis. O

Bir 6rnek yapalim. Diyelim a, b, ¢,d € Ricin T'(z,y) = (az+by, cx+dy) doniigiimiinin
ozdegerlerini bulmaya c¢aligalim. Bu durumda T'(x,y) = A(x,y) denklemini ¢ézmemiz
gerekir. Sonug 5.1.1°den en fazla iki 6zdeger olabilir. A € R i¢in

Mz, y) = (ax + by, cx + dy)
yazalim. Bdéylece bir denklem sistemi elde ederiz.

Ar = axr + by
Ay =cx +dy

A degerini bulmaya c¢alisiyoruz. Denklemi biraz diizenleyerek;

(A —a)x = by
AN=d)y =cx

elde ederiz. Taraf tarafa carpma yaparak

(A —a)A = d)zy =beay <= (A —a)(A\—d) —bc)zy =0
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elde ederiz. Elbette, ¢cok degiskenli belirsiz bir yere geldik. Kendimizi kisitlayip x,y # 0
varsayimini yaparak doniigiimiin 6zdegerlerini

N —(a+d)A+ (ad —bc) =0

denkleminin kokleri olarak buluruz. Ornegin, T(z,y) = (3z + y,x + 3y) oldugunda
denklemi
N —6y+8=0

seklinde buluruz. Béylece doniisiimiin 6zdegerlerini A\ = —4 ve Ay = —2 olarak buluruz.
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5.2 Karakteristik Polinom

Bir dogrusal dontigiimiin minimal polinomunu hesaplamak oldukca zorlu olabilir. Bir
onceki boliimde bir 7' : R? — R? doniistimiinii saglayan polinomu

N — (a+d))\ + (ad — be)

seklinde bulmustuk. Fakat bunun i¢in bayagi bir cebirsel igslem gerekiyordu ve heniiz
R™ i¢in hentiz genel bir formiiliimiiz yok. Bunun i¢in nasil bir kestirme yol bulabiliriz?
Bu boéliimdeki amacimiz bu olacak. Herhangi bir 7' déniigiimii ve A 6zdegeri alalim. O
halde

T(w)—Av=0

denklemini saglayan vektore A'nin 6zvektorii dendigini biliyoruz. Fakat bunu hesapla-
mak i¢in bir A degerine ve bir v vektortine ihtiyacimiz var. O ytlizden v vektoriine ihtiyag
olmadan direkt T" doniigiimiine bagh bir formil bulmamiz gerek. Aklimiza bu noktada
determinant gelmeli! Sonucta bir déniigiimiin determinanti, ne tabana bagh ne de icin-
deki girdiye bagl. Yani her A 6zdegeri,

det(T — A\d) = 0

denklemini saglamak zorunda. Bdylece A'ya baglh bir bagint1 bulduk. P(z) = det(T —
xId) ifadesine T'nin karakteristik polinomu adi verilir.

Onsav 5.2.1. Bir T déndisiimiiniin karakteristik ve minimal polinomlar: siraswyla P(x)
ve Q(z) olsun. O halde Q(z)| P(z) olur.

Kamat: Q(z) = (x — M)+ (z — \,) yazahm. Onsav 5.1.3’%e gére her )\; ifadesi bir
6zdegerdir. Demek ki her i i¢in (z — A;) | P(z) olmahdir zira A;ler aym zamanda P(z)
polinomunun bir kokiidiir. Buradan sonug rahathikla ¢ikar. ]

Sonug 5.2.1 (Cayley - Hamilton Teoremi). Her dogrusal donisim, kendi karakteristik
polinomunun bir kokidiir.

Kanat: P(z) = Q(x)K(z) olsun. Her iki tarafta x = T" alarak
PT) = Q(T)K(T) =0+ K(T) = 0
elde ederiz. n
Onsav 5.2.2. P(x) polinomu, T 'nin karakteristik polinomu olsun. O halde det T = P(0)
Kanat: det(T — \Id) = P(\) esitliginde A = 0 alarak
det(T) = P(0)

elde ederiz. ]
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Demek ki karakteristik polinomun sabit terimi determinanti1 veriyormus. Buradan
yola g¢ikarak bir matrisin tersini bulabiliriz. det A # 0 olsun ve A'nin karakteristik
polinomu P(x) olsun. O halde Sonug 5.2.1’den P(A) = 0 oldugunu biliyoruz. Polinomu
acarak sabit terimi yalniz birakalim:

0=P(A) =apl + (a1 A+ ... + a,A")
Burada ag = det A oldugunu unutmayin. Boylece;

(=) (ay + ... + a, A"

I=A
det A

elde ederiz. Demek ki

A1 — (_1)(6L1 +agA+ -+ anAnfl)
B det A

olmaliymig. Boylece herhangi tersinir bir matrisin tersini karakteristik polinom yardimiyla
hesaplayabiliriz.
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5.3 Ust-Ucgensel Matrisler

Simdi son derece kullanish bir matris tiirii ile karsimizdayiz. Oncelikle

a1 + 199 + -+ ATy — b1

A29To + *+* + QonTy = b2

AppTp = bn

gibi bir denklem sistemini diigtiniin. Yani j < ¢ ise a;; = 0 olacak sekilde bir
dogrusal denklem sistemimiz olsun. Buna denklem sistemi demek biraz agir kacabilir,

zira bu sistem halihazirda ¢éziilmiig bir sistemdir. Burada x,, = ab—” oldugunu bildigimiz
icin bir iist satirda z, yerine bunu yazarak z, ; = ==t — —bn degerini bulabiliriz.

an—1 an—10n

Simdi bir iist satira daha gegerek yeni degerleri yazarak x,,_s degerini de buluruz: taa
ki z1 degerini bulana kadar! Boylece tiim sistem ¢Ozulir. Buradaki

aix a2 * Qain
0 ag * aop
0 0 x as,
* * k%
0 0 x ap,

matrisi, list-iiggensel matris olarak adlandirilir.

Ne var ki tiim denklem sistemleri bu sekilde karsimiza cikmiyor. Isteriz ki verilmis
bir dogrusal denklem sisteminini tist-tiggensel bir sekilde yeniden ifade edebilelim ki
denklem rahatca ¢oziilebilsin. Bu boliimde tist-liggensel matrisleri inceleyecegiz ve bize
ne gibi faydalar1 olabilecegini gozlemleyecegiz. Bu boliim boyunca V' bir vektor uzayi
ve T' € End(V) olacak. Ayrica M(T') ifadesinde girdi ile giktinin tabanlarmi esit kabul
edecegiz.

Ornek olarak T'(z,y,z) = (—x +y + 22, 5y + 82, 42) € End(R?) alahm. Standart
tabana gore bu doniigtimiin matris gosterimini

-1
0
0

O Ot =
=~ 0o B

olarak buluruz. Bu bir tist-tiggensel matristir.

Onsav 5.3.1. V 'nin bir vy, ..., v, tabanana alalim. Bu tabana gore yazilan M(T) matrisi
1cin:

i. M(T) tst-tiggenseldir,

. Her j =1,...,n i¢in T(v;) € (vy,...,v;) olur,
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iii. Her v € (vy,...,v;) igin T'(v) € (v1,...,v;) olur;
onermeleri denktir.

Kanat: (i) = (ii) gegisi kolaydir. Bir j € {1,...,n} sabitleyelim. O halde matrisin
j’inci siitununa bakarak 7'(v;) € (vy, ..., v;) oldugunu rahathikla bulabiliriz. Zira matris
tst-ticgensel oldugundan j < ¢ i¢in T'(v;) = a1v1 + ... + a,v, yaziminda a; = 0 olacaktir.

(i) = (7ii) 6nermesine bakalim. v € (vq, ..., v,) olsun. Varsayima gore

T(U1> € <U1>
T(’Ug) - <?}1,U2>

T(v)) € (vq,...v5)

oldugundan T'(v) ise hepsinin kesigimi olan (v, ..., v;) kiimesinde olmalidir.

Son olarak (iti) = (ii) ve (i1) == (i) O6nermelerine bakabiliriz. Kanitlamasi
kolaydir ve okura birakilmigtir. O

Simdi arzulanan teoreme bakalim.

Teorem 5.3.1. Sonlu boyutlu her karmasik uzay tzerindeki her endomorfizmanin tst-
ticgensel bir temsili olacak sekilde bir tabani vardr.

Kanat: Eger dimV = 1 ise kanitlanacak bir sey yok. Timevarimla dimV < n igin
teoremin dogru oldugunu varsayahm ve dimV = n igin kamtlayalim. Herhangi bir
T:V = Valalmve T :V/U — V/U dontigiimiinii T7'(7) = T'(v) olarak tanimlayalim.

Uzay, karmagik katsayili oldugundan en az bir 6zvektoru vardir. Bu 6zvektore uy
diyelim. U = (uy) alalm ve V/U boliim uzaymi degerlendirelim. dimV/U = n — 1
oldugundan teorem bu boliim uzay: icin dogrudur. Demek ki her T : V/U — V/U
doniisiimii icin éyle vy + U, ..., v,_1 + U € V/U taban vardir ki M(T) iist-iicgensel olur.
Onsav 5.3.1’den 6tiirii

T(v; +U) € (vy + U,...,v; + U) olmahdir. Burdan V’ye gegerek her v; i¢in T'(v;) €
(u1,v1...,v;) yazabiliriz. Demek ki uy,v;...,v; tabani ile T"nin iist-tiggensel bir matrisini
yazabiliriz. Bu da teoremi kanitlar. ]

Eger bir T" endormorfizmasinin matrisi bir tabana gore tist-tiggensel oluyorsa en alt
satir1 kofaktor olarak segerek matris determinanti tanimindan ve tiimevarimla det M(T') =
Gpp---G22a11 buluruz. Buradan yeni bir sonug ¢ikar.

Onsav 5.3.2. Bir ist-ticgensel matris tersinirdir ancak ve ancak matrisin her a;; girdisi
sifirdan farkl ise.
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Onsav 3.7.2'den ve determinant tanimimdan bu énsavin kanit: hemen gelir.

B ={A € M,;x,(C) : A iist-liggensel, det A # 0}

kiimesini tanimlayalim. Bu bir grup olusturur ve 6zel olarak Borel Altgrubu adim
alir. Bunun bir grup oldugunu anlamak igin iist-ticgensel iki matris alalim. Elbette
bu matrislere karsilik gelen T' ve S endomorfizmalarim yazabiliriz. Onsav 5.3.1’den
bir j € {1,...,n} i¢in S(v;) € (v1,...,v;) olmahdir. Simdi 7 dénigimiint S(v;) vek-
toriine uygulayarak yine Onsav 5.3.1’den T'(S(v;)) € (vi,...,v;) elde ederiz. O halde
T o S doniigiminin de matris temsili iist-ticgenseldir. Buradan iki tist-iiggensel ma-
trisin carpiminin tst-liggensel oldugu c¢ikar. Geriye, tst-licgensel bir matrisin matris
carpmasina gore tersinin yine tst tiggensel oldugunu kanitlamak kaliyor. Fakat bu
oldukga kolaydir zira yine Onsav 5.3.1’i kullanarak T'(v;) € (vq, ..., v;) ise v; € (vy, ..., v;)
¢ikarimina varabiliriz.

Onsav 5.3.3. V sonlu boyutlu bir uzay ve T € End(V) olsun. T 'nin bir tabana gére tist-
tggensel bir matrisi vardir ancak ve ancak T nin minimal polinomunun tim ¢arpanlar
birinci dereceden ise.

Kanat: T'nin ist-iiggensel bir matrisi olsun. Bu matrise A diyelim. O halde A\ — A
matrisi de iist-tiggenseldir. Kogegen girdilerine ay, ..., a,, diyelim. Bu durumda det(Al —
A) = (A —ay)...(\ — a,) olur. Minimal polinom karakteristik polinomu béldiigiine gore
minimal polinom da bu formda olmali.

Diger yone bakalim. 7"nin minimal polinomunu
(x —ay)...(x — ay)

olarak yazalim. Eger n = 1 ise T' = a;Id olup T"nin matrisi bariz olarak iist-ticgenseldir.
Simdi n’den kiiciik k’lar i¢cin bu 6énermeyi dogru varsayalim.

U=im(T — \,Id)

tanimini yapalim. O halde S = T}y déniigiimiiniin minimal polinomu (z —ay)...( —an—1)
olur. Timevarim varsayimindan S dontigiimiiniin bir tabana gore (bu tabana uy, ..., u,.)
diyelim.) tst-tiggensel bir matrisi vardir. Demek ki her uygun ¢ icin T'(u;) = S(w;)
(uy,...,u,) olur. Bu tabani uy,...,u,, v, ...,v; gibi bir tabana genigletelim. Eger i
{1,....k} ise

€
S

T(UZ) = (T — CLZ]d) <U1> + a;V;

yazarak T'(u;) € (uy,...,u,,v1,v;) sonucuna varabiliriz. Bu da T’nin tust-tiggensel bir
temsilini verir. O

Baz1 matrisleri tist-licgensel hale getiremesek de elimizden geleni yapabiliriz. Bunu
Gauss Eliminasyon Yontemi denilen bir algoritma ile deneyecegiz. Size bir

20+ 3y =8
r—2y=-3
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gibi bir denklem versem hemen yaparsimiz, degil mi? Nasil olacak o is? Once kat-
sayilari esitleriz. Ikinci denklemi 2 ile carparak bunu yapabiliriz.

20+ 3y =8
20 — 4y = —6

Simdi ilk denklemde ikinciyi ¢ikaralim ve ikinci denklemin yerine yazalim.

20 + 3y =8
(2z + 3y) — (2z — 4y) = 8 — (—6)

Artik denklem sistemimiz tist-tiggensel bir hale gelmis oldu:

20 +3y =8
Ty =14
Artik rahatca y = 2 ve x = 1 gkarimina varabiliriz. Bu yontemi n denklem igin

genellestirebiliriz. Bunun i¢in Sonug¢ 2.3.2’yi kullanabiliriz. Timevarimsal diigtinelim.
Oncelikle iki satirh bir matris icin hesap yapalm.

aip Gz -
Qo1 Q22 -
Eger as; = 0 ise sikint1 yok. O yiizden ag; # 0 olsun. Biliyoruz ki matrisin satirlar:

bir uzay belirtiyor. Hatta bu uzayin boyutuna rank ismini vermistik. Eger satirlar tireteg
kiimesi ise Sonug 2.3.2’ye gore satirlari

a1 Q12
-1 -1
a11 — Q210971 Q11 Q11 — A22Q97 A11  *

olan matris de ayni uzay: tiretir. Artik ikinci satiriin ilk stitunu 0 olan bir matris
elde ettik. Aynisini bir n X n matrisi i¢in de yapabilirsiniz.
Diyelim ki k£ stitun i¢in bunu tekrar ettik. Elimizde

Q1,1
0O --- 0 Ak
0 -+ 0 aprn

seklinde bir matris kald1. Onceki satirda a11 = G Ve ay1 = aj 41 gibi diisiinerek
tekrar iglem yaptigimizda k + 1’inci adim i¢in de bu numaray1 yapmis olduk. Gerekirse
tabanin sirasini degistirerek matrisi tist-tiggensel bir tabanla yazabiliriz.
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6 ic Carpim Uzaylarinda Operatorler

6.1 Eslenik Operatorler

Birer V,W, i¢ ¢arpim uzay1 icin herhangi bir 7" : V' — W doéniigimii alahm. Bu
doéniigiimiin bir i¢ carpim ile temsil edilebilecegini Teorem 4.3.9 yardimiyla biliyoruz.
Yani T'(u) = (u,v) olur. Simdi

p(u) = (T(u),v)
seklinde tanimlanan doniisimii gbz oniine alalim. Bu elbette bir dogrusal dontigiimdiir.
Ayrica bu doniigim ¢ : V' — F geklinde tanimhidir. Demek ki Riesz Temsil Teoremini
(Teorem 4.3.9) ¢ doniigtimiine uygulayarak her v € V igin

olacak sekilde bir ¢» € W bulabiliriz. Biz burada 1) = T*(v) isimlendirmesini yapacagz.
O halde T : W — V fonksiyonu,

(T'(u),v) = (u, T"(v))

egitligini saglayacak sekilde tanimlidir. Bu fonksiyon iyi tamimhidir, ¢iinkii bu egitligi
saglayan 7% (v) vektorii Teorem 4.3.9’a gore tek tiirlii belirlenir.

Bu yeni buldugumuz fonksiyonun bir dogrusal doniisiim oldugunu gosterelim. w1, ws €
W olsun. Her v € V icin,

(u, T" (w1 + weq)) = (T'(u), w; + ws)

= (T'(u), w1) + (T'(u), wo)
= (u, T"(wy)) + (u, T*(wy))
= (u, T"(wy) + T" (ws))

hesabii yapabiliriz. Bu hesaptan direkt olarak 7™ (wy +ws) = T™*(wy)+T*(w2) sonucuna
varamayabiliriz. Unutmayin ki i¢ ¢arpim fonksiyonu birebir olmak zorunda degildir.
Teorem 4.3.9'un tek tirliliikk kogsulundan 6tiirii bu sonuca varabiliyoruz. Simdi herhangi
bir A € F i¢in T*(A) = AT*(v) oldugunu gostermemiz gerekiyor. O kismi okura
birakiyoruz.

Bu elde ettigimiz T™ dogrsal doniigimiine 7"nin eglenik operatorii adi verilir.
Onsav 6.1.1. Eslenik operatirle ilgili asaqidaki énermeler saglanar:
i. T,S € Hom(V, W) ise (T + S)* = T* + S* olur.
ii. Her A€ F ve T € Hom(V, W) idgin (\T)* = NXT™* olur.

iti. Eslenigin eslenigi kendisidir: (T*)* =T.
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w. Sonlu boyutlu bir U i¢ carpim uzay: i¢in S € Hom(W,U) ise (SoT)* =T* o S*
olur.

v. Idy, = 1Id.
vi. Eger T bir izomorfizma ise (T*)™' = (T~Y* olur.

Kanat: 11k iki 6nermeyi rutin hesaplarla kanitlayabiliriz. Okura birakiyoruz. Uciincii
onerme ise

(u, (T)"(v)) = (T"(u),v) = (v, T*(w)) = (T'(v),u) = {u,T(v))
egitliginden ve tek tirlillikten gelir. Dordincii 6nerme igin bir S € Hom (W, U) alalim.
((SoT)(u),v) = (S(T(u)),v) = (T(u),S*(v)) = (u, S*(T"(v))
esitligi bize istedigimizi verir.
(Id(u),v) = (u,v) oldugundan beginci 6nermeyi de burdan ¢ikarabiliriz. Son énerme

icin T bir izomorfizma olsun. O halde T~ o T' = Id esitliginde her iki tarafin eslenigini
alarak beginci ve dordiincii 6nermelerden otiirt

T o (TN =1Id" = 1Id

buluruz. Demek ki T* fonksiyonunun tersi (T~!)* imis. Buradan (7*)™' = (T~1)*
cikar. [

Eslenik operatorlerin gekirdek ve goriinti ile iligkisine bakalim. Eger v € kerT ise
0= (T(v),u) = (v, T*(u)) esitliginden otiirit v L T*(u) buluruz. Buradan v € im(7T™*)*+
buluruz. Yani, ker 7" C im(7*)* olur. Bunun tersi de gecerlidir. Buradan ker T =
im(7T*)* yazabiliriz. Yontem belli, agagidaki énsavin kanitim okura ahstirma olarak
birakiyoruz.

Onsav 6.1.2. Bir dojrusal doniisim ve onun cekirdeji ile ilgili asaqidaki onermeler
saglanar.

o kerT* =im(7T)*.

o im(T)* = (ker T) .

o kerT = im(T%)*

o im(T) = (ker T*)*

Bir 6rnek olarak T'(z,y) = (2x + y,x) dogrusal dontgiimiiniin eglenigini bulmaya
caligalim. Bunun igin herhangi bir (z,y) € R? vektori ve her (s,t) € R? igin ((2z +
y,),v) degerini hesaplayalim. I¢ carpimi standart i¢ carpim alalim. Bu durumda

(22 +4,2), (5,) = 205 + s + 2t = (25 + 1) +ys = {(,9), (25 + 1,5))

hesabindan 7%(s,t) = (2s + t,s) elde ederiz. T" = T* egitligine dikkat edelim. Bu tiir
operatorlere 6zeslenik operator adi verilir. Buna bir sonraki altboliimde daha detayh
deginecegiz.
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Baska bir 6rnek yapalim. S(z,y,z) = (—=3x + vy, z — y) olsun. Standart i¢ ¢arpima
gore bu déniigiimiin eglenigi bulmaya galisgalim. Herhangi bir (a,b) € R? vektori ile
S(x,y) vektérinin i¢ ¢arpimimn ((—3z +y, 2z — y), (a,b)) = —3ax + ay + bz — by olarak
hesaplariz. Simdi x,y, z terimlerini tek birakmaya cahisalim. —3ax + ay + bz — by =
—3ax+y(a—>b)+bz. Bunu yeni bir i¢ carpim olarak yazabiliriz. ((x,y, 2), (—3a,a—0,b)).
Demek ki S*(a,b) = (—3a,a — b,b) olmahymig. Simdi iki déntigiimiin matrisini standart
tabana gore bulmaya calisalim. Bu kolaydir. S igin matrisi

-3 1 0
0 -1 1
seklinde yazabiliriz. S* doniigiimiintin matrisini ise standart tabana gore
-3 0

1 -1
0 1

seklinde buluruz. Gériildiigii iizere M(S) = M(S*)T esitligi saglandi. Yani, matrisler
aslinda birbirinin transpozu. Ilk érnegimizdeki matrisleri de simetrik matrisler, yani
transpozu kendine esit matrisler olarak bulabiliriz. Bu durum tesadiif mii? Her doniisiim
icin bunu diyebilir miyiz? Cevap: Hayir! Bunu gérmek i¢in bu sefer karmagik bir uzay
tizerinde dontigiim verelim.

Bir T(x,y) = (ix,z + y,iy) dogrusal doniigiimiinii, burada i* = —1 olmak iizere,
tammlayalim. Herhangi bir (a, b, c) € C3 ile standart i¢ ¢arpim uygulayalim:

((iz,x +y,1y), (a,b,¢)) = ix@ + (v + y)b + iye = x(ia + b) + y(ic + b).

Sagdaki ifadeyi (%) ile i¢ carpim olarak ifade etmeye ¢alisalm. Once biraz diizenleme
yapmamiz gerek. 1 = —i esitliginden

x(ia + b) + y(ic + b) = x(—ia + b) + y(—ic + b)
yazabiliriz. Demek ki
(i, 2 +y,1y), (a,b,¢)) = ((2,y), (b — ai, b — ci))

yazabiliriz. Buradan T%(a,b,c) = (b — ai,b — i) ¢ikar. Simdi standart tabana gore T'
dontistimiiniin matrisine bakalim.

Sira geldi 7% doniigimiintin standart tabana gore matrisine:

[ 1 2]
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Matrisler yine birbirine oldukga benziyor, fakat kesinlikle birbirinin transpozu degiller.
Sanki matrisin her girdisinin 6nce eglenigi alinmig, sonra da transpozu alinmig gibi bir
durum var ortada. Yani a;; girdisi ile @j; girdisi olarak yeni bir matris olusturuluyor.
Bu tiir bir matrise eglenik transpoz matris denir. Peki bu durumu genelleyebilir
miyiz? Yani her doniigimin esleniginin matrisi, doniigiimiin matrisinin eglenik trans-
pozu mudur? Cevap: Evet! Ama matrisi yazdigimiz taban ortonormal ise. Simdi bunu
kanitlayalim.

Onsav 6.1.3. T € Hom(V, W) olsun. Ortonormale = ey, ..,e, ve f = fi, ..., [ listeleri,
siraswyla V- ve W uzaylarimn tabanlar olsun. O halde M. ((T) matrisi ile M (T*)
matrisleri birbirinin eslenik transpozudur.

Kanat: Matrisleri uzun uzun yaazmamak i¢in kisaca M(T') ve M(T™) ifadelerini kul-
lanacagiz. Onsav 4.3.4’i1 kullanarak her k = 1, ..., n icin

T(ey) = (T(ex), fi) 1+ + (T(ex), fm) fm

yazabiliriz. Burada, M(T") matrisinin k'mc1 siitununun j’inci satir1 (T'(ey), f;) ile ifade
edilmig oldu. Simdi M (T™) matrisinin j’inci siittununun &’ mc1 satirma bakalim. Bu girdi
(T*(f;), er) saysina esittir. Son olarak

(T*(f5), ex) = (ex, T*(f;)) = (T(ex), f3)

hesabim1 yapalim. Demek ki ilk matrisin aj; girdisi ile diger matrisin a;; girdisinin
kompleks eglenigi birbirine egitmis. Bu da teoremi kanitlar. ]
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6.2 Ozeslenik Operatorler

Eslenik operatorlerin 6zel bir hali ile ilgili konusacagiz. Eslenik operatér taniminda
V = W alacagiz. Eger T' = T oluyorsa T dontistimiine 6zesglenik adi verilir. Bir
ornegini 6nceki boliimde vermistik. Bu tir dontigiimlerin matrislerinin, kendisinin kar-
magik eslenikelrinin transpozlarina egit oldugunu séyleyebiliriz. Bu tiir matrislere Her-
mityen matris ad1 verilir. Ozeslenik operatérlerin reel sayilarla yakin bir iligkisi vardir.
Bu acidan 6nemlidirler.

Onsav 6.2.1. V bir karmasik i¢ ¢arpim uzay olsun. O halde ancak ve ancak (T (v),v) €
R ise T' ozeslenik olur.

Kanat: Herhangi bir v € V' alalim.

(T(v),0) = (v, T(v)) = (T(v), v)

oldugunu not edelim. Simdi,

T-T"=0

]

Demek ki reel sayilarla 6zeglenik operatorler arasinda bir iligki varmig. Bir v # 0
vektort sabitleyelim ve z = (T%(v),v) bagmtisin tanimlayalim. Burada ¢(z) = T%(v)
fonksiyonu, reel sayilarla Ozeglenik operatorler arasinda bir grup izomorfizmasi verir.
Bunu birazdan kanitlayacagiz. Bize simdi bir 6nsav daha lazim.

Onsav 6.2.2. Ancak ve ancak T = 0 ise (T*(v),v) = 0 olur.

Burada T 6zeglenik bir operator, bunu soylememize gerek kalmadi diye diigtintiyo-
rum. Ayrica bu 6nsav yardimiyla kert) = 0 buluruz. Bu da v’nin birebirligini verir.
Simdi bu son 6nsavi kanitlayalim.

Kanat: Oncelikle her u,w € V icin

(T(u+w),u+w) — (T(u—w),u—w)

(T(w),w) = ;

oldugunu gozlemleyelim. (T'(u),w) = (u,T(w)) = (T(w),u) oldugundan yukaridaki
ifadeyi agarak bu egitligi rutin hesaplarla kamtlayabiliriz. Eger her v € V i¢in (T'(v),v) =
0 ise yukandaki esitlikte rahathkla (7'(u),w) = 0 buluruz zira esitligin sag tarafinda
paydada hep (T'(v),v) tiiriinden elemanlar bulunuyor. Buradaki u,w keyfi oldugundan
T = 0 olmalidir. Onermenin tersi ise bariz. Bu da teoremi kanitlar. ]
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Ozeslenik operatérlerin kiimesini Adj*(V) ile gosterelim. Bu iki teoremden 6nemli
bir sonug c¢ikar.

Sonug 6.2.1. R = Adj" (V) olur.

Ozeslenik operatérlerin reel sayilarla iliskisi burada bitmiyor. Eger T operatérii
ozeslenik ise ve A bu operatoriin bir 6zdegeri ise T'(v) = \v olmak tizere

Aol = Mo, v) = (W, v) = (T(v),v) = (v, T(v)) = (v, v) = Mv,v) = AlJv||*

buluruz. Esitligin en sol ve en sag tarafin esitleyip her iki tarafi [Jv[|? ile bolersek (v # 0
olmak zorunda oldugunu hatirlatalim) A = X elde ederiz. O halde 6zeglenik operatorlerin
ozdegerleri de reel say1 olmaliymig. Bir 6nsav olarak kalsin burada.

Onsav 6.2.3. Ozeslenik her operatirin ézdejerleri reel saylardan olusur.
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6.3 izometriler

Bir top hayal edin. Topun fizerini iki farkli nokta ile isaretleyin. Simdi kuvvetlice bu
topa vurun. Top belki havada donecek, siddetlice sallanacak, en sonunda yere dogru sert
bir inig yapacak. O sirada belki de bir siirii darbe alacak. Bir top i¢in olduk¢a normal
bir seriiven bu. Simdi top yere diigtiikten sonra isaretlediginiz noktalar1 inceleyin. Ne
degisti? Higbir sey! Eger kolayca dagilan bir miirekkep kullanmadiysan noktalarin
arasindaki mesafenin degismedigini gorecekseniz. Halbuki o iki nokta havada bir siirii
donme ve Oteleme hareketi yapti. Ne var ki donme ve 6teleme hareketleri, noktalar
arasindaki mesafeyi degistirmez. Bir metrik uzay tizerindeki bu tiir bir dontigiim, 6zel
bir isim alir: Izometri.

Topun tzerine igaretlenmis iki nokta

Tanim. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger T : X — X dondigstimi ve her x,y € X igin

d(T(x), T(y)) = d(z,y)

oluyorsa, yani dénisim uygulandiktan sonra mesafe degismiyorsa T 'ye bir tzometri
adv verilir.

Kartezyen diizlemde Oteleme, donme ve yansima dontigiimleri birer izometri 6érnegi
olarak verilebilir. Iki boyutlu reel say1 diizleminde bir 6teme dontigiimii

T(x,y) = (a+z,b+y)

kurali ile verilebilir. Oklid metriginde bu bir izometridir. Bunu gérmek icin

d((x,y), (5,) = /& =P+ (g =P = /e +a—s—aP + (y+b—t—b)
— d((+a,y+), (s +a,t + b)) = d(T(x,), T(5,1))

gibi basit bir hesap yapabiliriz. Izometrilerin yapilar: geregi birebir olmalar1 gerekir. Zira
eger iki nokta arasindaki mesafe sifir degil ise, dontigiimden sonra da sifir olmamalar:
gerekir. Demek istedigimizi biraz acalim.

Onsav 6.3.1. Her izometri birebirdir.
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Kanat: (X,d) bir metrik uzay ve 7' : X — X bir izometri olsun. O halde
Tx)=Ty) < d(T(z), T(y)) =0 <= d(z,y) =0 <= z=y
olmalidir. Demek ki z = y. ]

Onsav 6.3.2. (X, d) bir metrik uzay ve C C X kapal bir kiime olsun. O halde T~(C)
kiimesi de kapalidar.

Kanat: Burada T-1(C) = {# € X : f(z) € C} anlamma geldigini hatirlatmak isteriz.
C' bosg ise kanitlanacak bir sey yok, C' # @ olsun. T—!(C) iizerinde yakinsak bir (a,)
dizisi alalim. Dizinin limiti @ olsun. Tanimi tekrar yazmak gerekirse her ¢ > 0 igin
d(an,a) < e esitligini her n > N i¢in saglayacak bir N dogal sayisinin varhgindan s6z
edebiliriz. Demek ki aym sekilde d(7'(a,),T(a)) < e olacak gekilde gerekli N dogal
sayimiz da varmig, zira her n > N i¢in d(T'(ay),T(a)) = d(a,,a) < € olur. Demek ki
b, = T'(a,) kural ile tanimli dizi 7'(a)’ya yakinsiyor olmali. Fakat C' kapal oldugundan
T(a) € C olmah. Buradan ve ilk bagta verdigimiz tanimdan a € T~(C) olmaliymig. C
kiimesi tizerinde keyfi bir (a,,) dizisinin limiti yine ayni kiime i¢inde ¢ikmig oldu. Demek
ki T7!(C') kapah bir kiimedir. O

Sonug 6.3.1 (Topoloji Bilenler I¢in Sonug). Her izometri siireklidir.

Bu teoremden dogma sezgimiz odur ki eger A C X altkiimesi bir kare ise T(A)
kiimesi de bir kare olmalidir. Ya da C bir daire ise T'(C') de bir daire olmahdir. Yani
izometrilerin sekilleri korudugunu sezebiliriz. Bunu daha iyi anlamak icin acilarla da
caligabiliriz. Dordiincii boliimde agilari i¢ garpim ile ifade etmistik. Dolayisiyla izometri-
leri i¢ carpim uzaylari ve normlu uzaylar tizerinde tanimlamak isteyebiliriz.

Tanim. V,W normlu uzaylar olsun. Eger bir T : V — W dogrusal dondisimi ve her
v e Vigin |TW)| = ||v] oluyorsa T ye bir izometri denir.

Bu tanim, bildigimiz metrik uzaydaki izometri tanimi ile birebir uyusuyor. Zira
|z =yl = ||T(xz) — T(y)|| kosulunu vermek ile ||z|]| = ||T'(2)| kosulunu vermek agisindan
hi¢bir fark yoktur. Bu tanim tizerinden izometrileri karakterize etmeye ¢alisalim.

Teorem 6.3.1. V' bir i¢c carpim uzayr ve T : V. — W bir dogrusal dénisim olsun. O
halde asagqidaki onermeler denktir:

1. T bir izometridir,
i T*oT = Idy,
iii. Her u,w € V igin (u,w) = (T'(u), T(w)),

. Eger ey, ...,e, ortonormal bir liste ise T(ey), ..., T(ey,) ortonormaldir.
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Kanat: (i) = (ii). T bir izometri olsun. Idy — T* o T = 0 oldugunu gosterecegiz.
Herhangi bir v € V' alalim:

((Idy =T" o T)(v),v) = (v,0) = (T"(T(v)),v)
= [[o[I* = (T(v), T(v)) = [lv]|* = IT@)II* = ]o]I* = [lv]|* = 0

olmalidir. Onsav 6.2.2°den Idy — T%* o T = 0 olur.

(11) = (i11) Buras:1 kolaydir, zira her u,w € V igin
(T'(w), T(w)) = (T"(T(u)), w) = (u,w)

saglanir.

(iii) = (iv) I¢ carpim korundugu igin rahatca
0i; = (eire5) = (T(e:), T(ey))

yazabiliriz.

(iv) = (i) Bu sefer ey, ..., e, bir taban olsun. T'(e;), ..., T'(e,) ortonormal oldugun-
dan gorintii kiimesinin tabanidir. esitligini kullanarak her v € V igin

n
lal® = [{u, e)?
i=1

yazabiliriz. Ayrica
n

U= Z(u, ei)e;

=1

esitliginde her iki tarafin 7" altinda goriintiisiinii alarak

n

T(u) =Y (u,e)T(e;)

=1

elde ederiz. Bu da demek oluyor ki
1T ()] =) [{u. e’
i=1

. Buradan ||T(u)||* = ||ul|* gdzlemini yapabiliriz, ki bu da tam olarak istedigimiz seyi
verir. H
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Elbette biri ¢ikip izometrilerin matrislerini yazmak isteyebilir. Bu durumda yapila-
bilecek en iyi seylerden biri ortonormal tabanlar1 kullanarak matris yazmaya calig-
maktir. Diigiinecek olursaniz, énceki teoreme gore izometrilerde ortonormal bir taban
yine ortonormal bir sisteme gémiiliir. Yani ey, ..., e, ortonormal ise T'(ey),...,T(e,) de
ortonormaldir. Simdi fy,..., f,, € W ortonormal bir taban olsun. M. ;(T") matrisinin
girdilerini inceleyelim:

(T(e:), T(ej)) = (e e) = by,
(e T(e) = (O afio S i) = S ity = e

k=1 k=1 k=1 k=1

denklemlerinden 6tiirii standart i¢ carpima gore M, ;(7") matrisinin siitun vektorleri
ortonormal bir sistem olmak zorundadir. Yani izometrilerin ortonormal tabanlarina
gore matrislerini yazarsak stiitun vektorleri de ortonormal olmak zorundadir. Boylece
izometriler icin matris karakterizasyonu da yapmig olduk. Bu matrisin tersinir olmasi
icin matrisin kare matris olmasi, yani dimV' = dim W olmas1 gerek ve yeter sarttir.
Onsav 6.3.1 zaten izometrilerin birebir oldugunu séyliiyor. Ee, o halde dim V = dim W
ise Teorem 3.2.4’ten Otiirt birebir bu izometriler izomorfizma olmalidir.

Tanim. Orten izometrilere iiniter operatér ady verilir. Uniter operatérlerin ortonor-
mal tabanlarina gore yazilan matrislerine initer matris denir.

Uniter matrisleri baz1 kitaplar A=! = A* (A* burada eglenik transpozu temsil ediyor)
ozelligini saglayan matrisler olarak da tanimlarlar. Teorem 6.3.2’de bunun sebebini
gorecegiz.

Onsav 6.3.3. Her iiniter matrisin siitun vektorleri, standart i¢ carpima gére ortonormal
bir sistem olusturur.

Bu onsavin kanmitim yukarida yapmis olduk zaten. Buna tekrar deginmmeyelim.
Simdi Teorem 6.3.171 iiniter operatorlere genisletecegiz.

Teorem 6.3.2. V' bir i¢c carpim uzayr ve T : V. — W bir dogrusal déniisim olsun. O
halde asagqidaki onermeler denktir:

. T “initer operatordir,

i T =T,
ii. Eger e, ..., e, ortonormal bir liste ise T'(e1), ..., T (e,) ortonormal bir tabandar.
. S* dniter bir operatéordir.

Kanat: T tuniter olsun. O halde Teorem 6.3.1'in ikinci maddesinden otiiri 7 o T =
Id, = T—1oT cikar. Esitligin sag ve sol tarafinda her iki tarafin sagdan 7! ile bileskesini
alirsak istedigimiz gikar. Geri kalan 6nermelerin denkligi bariz. [
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Onsav 6.3.4. Uniter operatirlerin her \ ézdegeri i¢in Al =1 olur.

Kanat: T tuniter bir operator ve v # 0 igin T'(v) = Av olsun.
[Alllvll = [[Av]] = [T () ]| = [|v]
esitliginden istedigimiz ¢ikar. O

Daha oncesinde tst-iiggensel matrislerin dogrusal denklem sistemi ¢oziimlerinde ne
kadar kullanigh olabileceginden bahsetmistik. Matris tizerinden denklem ¢ozerken ma-
trisi tist-iiggensel hale getirmek kadar matrisi iist-ticgensel bir ¢carpana ayirmak da yararh
olabiliyor. Hatta en iyisi, alt-liggensel matris, yani kosegenin iist tarafinda kalan girdi-
lerinin 0 oldugu kare matris, ile caligabiliriz. Cholesky carpanlamasi olarak bilinen bir
algoritma yardimiyla bazi A matrislerini, L alt-liggensel, U tist-liggensel olacak sekilde
A = LU seklinde carpanlara ayirabiliyoruz. Bu tiir ¢arpanlara ayirmalarin varligini
kanitlamak icin tiniter operatorleri kullanacagiz. Siradaki teorem bunlardan bir tanesi.

Onsav 6.3.5. A bir kare matris dyle ki stitun vektorleri dogrusal bagimsiz olsun. O halde
Q@ tniter matris ve R kosegen girdileri pozitif sayilardan olusan ‘ist-iicgensel matris olmak
uzere

A=QR
seklinde tek tirli bir carpanlara ayirma vardar.

Kanat: Once varhigl kamtlayalim. Amin siitun vektorlerine vy, ..., v, diyelim. Teorem
4.3.5 algoritmasini kullanarak bu sistemi eq, ..., e,, ortonormal sistemine dontistiirebiliriz.
R'nin girdileri r;; olmak tizere
rij = (05, €)
tanimim yapalim. Burada i < j ise v; ile e; vektorii diktir. Dolayisiyla (vj, e) = 0 olur.
() matrisini de stitunlar1 eq, ..., e,, olan matris olarak yazalim. Boylece A'min k’inci

sutununu
Vi = Z(Uk, €i>€i

olarak yazabilecegimizden 6tiiri A = QR buluruz. Gramm-Schmidt algoritmasina
donecek olursak

n

> = ,1 (<UH:UN>_<U7¢7 _1<Un>ei>€i>>

”Ul - Z?:11<vnaei>ei“ i=1

Un = S i (Uns i)

lvg — Z?:}l(%,@ﬁ@z‘“

(U, €n) = <vn, |

n—1

hesabini yapabiliriz. Bessel esitsizliginden 6tiirii (Teorem 4.3.7) (vn, vn) > (Un, D _iq (Un, €i)€i)
olmalidir. Pay ve payda pozitif oldugundan (v,, e,) sayisi pozitif olmalidir. Bu da bize
kosegen girdilerinin pozitifligini verir.
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Simdi tekligi gosterelim. @Q’nun yazimindaki ey, ..., e,, vektorlerinin se¢imi tek tirlidiir.
Nasil mi1? Eger fi,..., f,, bagka bir ortonormal taban olsaydi genelligi bozmadan

Ji = (e1, fi)er, ex = (e1, fi)

yazardik. Buradan

e1 = (e, f1)’er
elde edilirdi ki bu da (eq, f1) = 1 demektir ki bu da e; = f; demek. Bu katsayilarin tek
tirliliigii bize @ ve R matrislerinin tek tiirliligiint verir. ]

Bu kanit yalnizca bir varlik géstermiyor, ayni zamanda bize bir yontem de veriyor.

Ornegin,
2 1
=l

matrisini ele alalim. Burada v; = (2,1) ve vy = (1,2) alarak ortonorma sistemimizdeki

ilk vektoruimiuzi .
e =—=(2,1
1 \/5( )

olarak yazalim. Ikinci vektoriin pay kismini

4 2 1 -3 6

- ) - ]-72 __<_a_>: = v &

vy — (v, er)er = (1,2) NAWN (55
olarak bulabiliriz. Vektori kendi normuna bdlerek
-1 2

)

=5 7

seklinde buluruz. ¢ matrisini bulduk:

R matrisini bulmak icin (v;, e;) tiiriinden i¢-garpimlar: bulmamiz gerekiyor. Hesapladigimizda
ise

SlsGIL

5 4
R:@ﬁ]
V5

buluruz. A = QR oldugunun dogrulamasini okura birakiyoruz. Daha 6ncesinde bahset-
tigimiz Cholesky carpanlari ise matrisin pozitif-tanimli oldugu durumda gerceklesir.
Peki nedir pozitif-tanimli matris? Bunun ig¢in pozitif operatorlere goz atmak gerekir.

Tanim. T bir ozeslenik operator olsun. Eger her v vektori igin
(T'(v),v) 20

oluyorsa T ye pozitif operator adv verilir. Eger bu kosulu 7>7 ile degistirirsek bu
operatore pozitif-tanimiy operatér denir. Pozitif operatorlerin matrislerine pozitif-tanimia
matris denir.
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Pozitif operatorlerin 6zdegerleri negatif olmayan reel sayilardir. Eger v # 0 bir
ozvektor ise 0 < (T(v),v) = (Av,v) = A||v||* olacagindan A > 0 buluruz. Eger elinizde
ozeglenik bir operatér varsa buradan pozitif bir operator bulmak mimkiindir. Zira
(I*T(v),v)y = (T'(v),T(v)) > 0 olacagindan T*T" operatérii pozitiftir.

Pozitif tanimli B matrisleri her z stitun vektori igin (Bz,z) > 0 6zelligini saglayan
Hermityen matrisler olarak tanimlayabiliriz. Bundan boyle bir A matrisin eglenik trans-
pozunu A* ile gosterecegiz.

Teorem 6.3.3 (Cholesky). A tersinir bir pozitif-tanimly matris olsun. Tek tirli, késegen
girdileri pozitif olan oyle bir U matrisi vardwr ki A = U*U olur.

Buradaki U* matrisinin U ile eglenik transpoz oldugunu hatirlayalim. Yani U tst-
tiggensel ise U* alt-licgenseldir. Bu teoremin kanitimi bir sonraki altbéliimde yapacagiz.
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6.4 Spektral Teorem

Daha 6nceki boliimlerde bir dogrusal doniisimiin 6zvektorlerinden ve bu 6zvektorlerin
dogrusal bagimsiz oldugundan bahsetmistik. Ozvektorlerden en fazla uzaym boyutu
kadar olmasi gerektigini biliyoruz. ”"En fazla” diyoruz, ¢inkii minimal polinomun cakigik
kokleri olabilir ve olmasi gerekenden daha az birbirinden farkh ¢zvektor bulabiliriz. Bu
durumda yine de 6zvektorleri bir tabana tamamlayarak her dogrusal dontigiimiin 6zvek-
torlerini iceren bir taban bulabiliriz. Ne var ki bu bizim igin yeterli degil, amacimiz
ozdegerleri iceren ortogonal bir taban bulmak.

Ik durumda reel i¢ carpim uzaylarini inceleyecegiz. Bu durumda déniisiimlerin
minimal polinomlarinin katsayilar1 da reel sayilardan olugmalidir. Reel polinomlarla
ilgili:

e Eger 2 € C—R ve z bir dogrusal dontistimiin karakteristik polinomunun bir kokii
ise onun karmasik eglenigi olan z sayisi da bu polinomun bir kokiidir. Bu durumda
z = a+ bi yazarsak (v — 2)(z — %) = 2* — 2ax + (a* + b*) polinomunun séz konusu
dontigiimiin karakteristik polinomunu bélmesini bekleriz.

o Eger r € R bir dogrusal déniigiimiin karakteristik polinomunun kékii ise (z — )
polinomu, o karakteristik polinomu béliiyor olmali.

olgularindan bahsedebiliriz. Boylece reel karakteristik polinomlarin
(x—r)(x —712).(x — 1) (2% — ayz + by) (2% — agx + by)...(2* — apz — b,,)

yapisinda olmasini bekleriz. Hos! c¢iinki bu olgu, biitiin reel polinomlar i¢in gecgerli
bir olgudur. Nitekim soyut cebirde de eger deg P(z) > 3 ise P(z) polinomunun in-
dirgenebilir oldugunu, yani derecesi 1’den biiytik birden fazla monik polinom tarafin-
dan boliinebildigini soyleriz. Eger reel polinomlar: incelemek istiyorsak birinci ve ikinci
dereceden carpanlari incelememiz yeterli olur. Bir sonraki énsavda bunu yapacagiz.

Onsav 6.4.1. Bir ézeslenik T € End(V) operatérii alalim; b, c € R olsun dyle ki b* < 4c.
O halde
T? + bT + c(Id)

operatori tersinirdir.

Kanat: Sifirdan farkh bir v € V' vektorii alahm. (T2 + 0T + c¢(Id)(v),v) > 0 esitligini
gosterip Onsav 6.2.2’yi kullanacagiz. Boylece T'(v) # 0 bulacagiz. Buradan ker T = {0}
cikar ve bdylece birebirligi kanitlamig oluruz. Teorem 3.2.4’ten kanit tamamlanmig olur.
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(T? + T + c(Id)(v),v) = (T*(v),v) + b{T(v),v) + (v, v)
= (T'(v), T(v)) + 0(T'(v),v) + (v, v)
= [TW)I* + &{T(v),v) + c|lol
> [T + PIT @) [v] + cllol?
)

bEvll®  |6]v|?
T2 + BT ) o] + 2 !i [ Il [

= (i + I (P pe)

> 0.

+cllv]®

Bu denklemde ilk esitsizligi Cauchy-Schwarz esitsizliginden otiirti yazabildik. Bu-
radan kanit bitmis olur. O

Onsav 6.4.2. Bir T ézeslenik operatori alalim. Bu operatérin minimal polinomu
ayrilabilirdir. Diger bir deyisle z1, ...,z € R icin

(r —2z1)(x — 2z9)...(x — 2x)
seklindedir.

Kanat: Eger uzay karmasik katsayili ise Onsav 6.2.3'ten 6tiirii istedigimiz gelir. Uzay1
reel kabul edelim. det(7 — A/d) polinomunu

(= M) = X)) (@ + bz — c1). (2 + bpz + )

seklinde ifade edelim 6yle ki b? — 4¢; < 0 olsun. Simdi z yerine T yazalim. Her iki tarafi
(T? + b;T + ¢;)~! ile bolebiliriz. Demek ki hala daha

(T'— M\ Id)..(T — A\pld) =0
olur. Demek ki biitiin 6zdegerler Ay, ..., A,,, olmaliymis. O halde 7"nin minimal polinomu
(x = A)ec( = M)
ifadesinden ibaretmis. ]

Teorem 6.4.1 (Reel Spektral Teorem). V' bir reel i¢-carpim uzays ve T € End(V') olsun.
O halde asagidaki énermeler esdegerdir:

1. T ozesleniktir,
1. T 'nin ortonormal bir tabana gore yazilmas bir késegen matrisi vardar.

11, T 'nin ozvektorlerini iceren V 'nin ortonormal bir taban: vardir.
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Kamat: (i) = (ii). T Ozeslenik olsun. Onsav 6.4.2’den ve Onsav 5.3.3’ten 6tiirii
T’nin tst-liggensel bir matrisini yazabiliriz. Hatta bu matrisi yazdigimiz tabani ortonor-
mallestirebiliriz. Matris reel oldugu icin 7* = T" yazabiliriz. Ayrica T 6zeslenik oldugun-
dan T = T™* olmalidir. Demek ki 7"nin matrisi hem fist-iiggensel hem de alt-iiggensel
olmalidir, sonug olarak 7"nin matrisi bir kdgsegen matristir.

(i1) = (7). T'nin matrisi kogegen olsun. Girdiler reel oldugundan 7% =T = T*
sonucuna ulagiriz.

(i) = (iti) Kogegen matrisi yazalim. Ozdegerler bu matrisin sifirdan farkh
girdileridir. O halde bu ortonormal taban 6zvektoérleri igerir. (i4i) = (i) Onermesi ise
bariz. [

Karmagik uzaylar icin bu teoremi yazmak biraz daha karigik. Karmagik sayilarda
0zegleniklik kogulu yeterli olmuyor, daha kapsayici bir tanim gerekiyor.

Tanim. Bir T dontsimi i¢in T oT* = T* oT oluyorsa T 'ye normal operator denir.
Onsav 6.4.3. T normaldir ancak ve ancak her v vektori icin || T*(v)|| = ||T(v)| ise.

Kanat: T oT* =T* oT olsun. Her v € V i¢in;

= (I"(v), T*(v)) = (T'(v),T(v))
— | T*@)]12 — 7)1
En sag ve en sol tarafi egitlersek istedigimiz 6nermeyi kanitlamig oluruz. ]
Bariz bir sekilde her 6zeglenik operator normaldir zira
ToT*=T"=T"0T
olur.
Onsav 6.4.4. T normal olsun. O halde T — N d déniisimii de normaldir.
Kanat: (T* — \d) = (T — M d)* oldugunu hatirlatarak:
(T —Md)o(T* —MNd) =T oT*— XTI — NI = \\Id
=T*oT — AT — \T* = A\Id
= (T* — Xd) o (T — \Id)
= (T — Md)" o (T — \d)

hesabini direkt olarak yapalim. Burada kanit biter.
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Artik kompleks spektral teoremi verebiliriz.

Teorem 6.4.2. V' karmasik bir uzay olsun ve T € End(V') olsun. O halde asagidaki
onermeler esdegerdir:

i. T normaldir,
1. T"’nin ortonormal bir tabana gore yazilmas bir késegen matrisi vardir,
15 T 'nin 6zvektorlerini iceren V 'nin ortonormal bir tabani vardur.

Kanat: T normal olsun. 7'nin tst-tiggensel bir matrisini elbette yazabiliriz. Simdi
yazdigimiz tabani ortonormallestirelim. Bu tabana eq, ..., e, diyelim. Olusturdugumuz
matrisin girdilerini a;; ile ifade edelim. 7" normal oldugundan,

IT(en)l* = lan|?
1T (e)II* = lan|* + larel* + ... + [awa|*
yazalim. Fakat T' normal oldugundan [|T'(e1)|| = ||T%(e1)|| olmalhdir. Buradan
|(112|2 + ...+ ]a1n|2 =0

gikar. Bu da demek oluyor ki her ¢ > 1 i¢in |ay;| = 0 oluyor. Béylecene devam ederek
T™* matrisinin tst-iiggensel oldugu sounucuna variriz. Demek ki 7™ ve T' matrisleri
ikisi birden tist-ticgenseldir. Buradan 7"nin matrisinin kdgegen matris oldugu sonucuna
variriz. Simdi tersini kamitlamak i¢in 7’nin ortonormal bir tabana gore kdgsegen matrisini
yazalim. Bu matrise M diyelim. O halde M* matrisi de kogegendir. Her kogsegen matris
icin

MM* = M*M

oldugundan 7o T* = T* o T olmaldir. Bu da (ii) = (i) 6nermesini kanitlar.

Genel tammlardan (ii7) <= (1) esdegerligi gelir. O

Spektral teorem sayesinde pozitif operatorlere esdeger kosullar verebiliriz. Daha
sonrasinda da Cholesky ¢arpanlamasini kanitlayabilecegiz.

Tanim. 7' bir pozitif operator ve R?> = T olacak sekilde bir R operatériimiiz olsun. R ’ye
T 'nin karekékii adv verilir. Tahmin edilebileceji iizere bu karekék /R ile gosterilir.

Bir sonraki teorem, pozitif operatorlerle ilgili hemen hemen her seyi sdyleyecektir.
Teorem 6.4.3. T € End(V) olsun. Takip eden énermeler denktir:
. T bir pozitif operatéordir,
1. T 6zeslenik olup tim 6zdegerleri negatif olmayan reel sayilardar,

1ii. 'V 'nin bir ortonormal tabanu icin T ‘nin negatif olmayan késegen girdileri olan bir
késegen matrisi vardar,
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. T nin pozitif bir karekoki vardar,
v. T 'nin 6zeslenik bir karekoki vardar,
vi. Bir R € End(V) i¢in T = R* o R olur.

Kanat: (i) = (i1). T pozitif olsun. Tammdan ottri 7' = T* saglaniyor. T' 6zeglenik
oldugundan T'nin 6zdegerleri reel sayilardan olusur. Pozitifligi kanitlayalim. Bir A
ozdegeri ve v € V icin

0 <(T(v),v) = (Mv,v) = A\(v,v)

olur. Buradan A > 0 ¢ikar.

(i) = (4ii). (44) 6nermesini kabul edelim. Ozeslenik olan T' operatérii normaldir.
Dolayisiyla spektral teoremden 7"nin 6zvektorlerini igeren ortonormal bir taban bula-
biliriz. Bu tabana gore T’yi matrislestirmek aradigimiz matrisi verir.

(17i1) = (iv). T'nin kogegen girdileri negatif olmayan Ay, ..., \,, sayilar1 olan bir ma-
trisi vardir. Simdi kégegen girdileri /Ay, ..., v/ A, olan bir matris alip bu matrise kargilik
gelen doéntigiimii alalim. Bu dontigim, 7'nin karekokiidiir (Bunu kanitlayin).

(tv) = (v). T'nin pozitif bir karekoki R olsun. Fakat R pozitif oldugundan
tanim geregi 6zegleniktir.

(v) = (vi). T'nin bir 6zeglenik R karekokii vardir. Dolayisiyla R = R* esitligin-
den otiiri
T=R*=RoR=RoR'

yazabiliriz.

(vi) = (i). Bir R € End(V) i¢gin T'= R* o R olsun. O halde her v € V i¢in,
(T'(v),v) = (R*(R(v)),v) = (R(v), R(v)) = 0

hesabindan bunu da rahatca kanitlamis oluruz. O

Artik Cholesky carpanlamasini kanitlayabiliriz.

Teorem 6.3.3’in Kanati. A pozitif taniml bir matris olsun. O halde Teorem 6.4.3’in
(vi) <= (i) maddesinden oturii bir B matrisi igin A = B*B olur. B’yi ) R-carpanlama
ile ayiralim

B=QR
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olsun oyle ki @) tiniter ve R pozitif kosegen girdili iist-licgensel bir matris olsun. Yerine
vazarak ve Q* = Q! esitligini kullanarak (Teorem 6.3.2);

B =(QR)(QR) = R°Q*(QR) = 'R

elde ederiz. Burada R tst-iiggensel oldugundan R* alt-licgenseldir ve bu da istedigimizi
kanitlar. Tek turlilik ise () R-¢arpanlamasinin R matrisinin se¢imindeki tek tiirlilikten
gelir. ]

Bir 6rnek yapalim. )

5 4
A= 4 5}
Oncelikle det A = 9 # 0 oldugundan A matrisi tersinirdir. A'nin pozitif-tanimhligin

gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir v = ;ﬂ stitun matrisi ele alalim. Simdi (Av,v)
degerini hesaplayalim. Adim adim gidelim. Once Av vektoriinii bulacagiz. v # 0 olsun.
|5 4| x| |5 +4y
A”_{4 4 b}"hx+54
Simsi i¢ ¢arpimu hesaplayabiliriz:
(12T 21 = (50 4 doy) + (g 4+ 59) = (22 +47) + (20 +20)* > 0
dr 4+ 5y’ |y

Buradan A'min pozitif-tanimli ve tersinir oldugu cikar. Simdi Cholesky carpanlamasi
uygulayabiliriz. Istersek bu matrisi
2
2 1
[

. o . 121 e .
olarak yazabiliriz. Burada VA ile gosterecegimiz 1 9 matrisinin stitun vektorleri

dogrusal bagimsiz oldugundan () R-carpanlama uygulayabiliriz. Fakat bunlar1 zaten

1 (2 -1
@‘ﬂl 2]
ve

"=l

olarak onceki altboliimde hesaplamigtik. Teoreme gore A = R*R olmali. Bunu kontrol

edebilirsiniz: , )
HERCARICA )
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