Limat
A S R, f:A—> R bir fonksiyon olsun. Ve, 38 falan filan... Bu tanim ¢ok karisik, simdilik.
Bu kavrami sezgisel tanimaya c¢aligsaydik su gorseli kullanirdik:

Bu gorselde y = 3x + 1 denkleminin grafigini gorliyorsunuz. Bu grafigin x = 0.8
noktasindaki degeri y = 3.4 olmaktadir. Ayn sekilde 0.9, 1.1, 1.2 i¢in aldig1 degerleri de
gorselden takip edebilirsiniz. Bunu bu sekilde devam ettirerek x = 1 noktasina
yaklastigimizda hangi degeri elde edebilecegimizi 6n gorebiliriz. Buradaki sorun su ki
matematikte hi¢bir zaman “...bunu bu sekilde siirdiirerek...” seklinde bir tanim yapamazsin.
Ornegin gember nedir? Kimi yuvarlak der, kimi sonsuz koseli diizgiin ¢okgen der, kimisi
diizgiin yuvarlak der. Bunlardan hicbiri gemberi tanimlamaz. Cemberin tanimi sudur:

Diizlemde, sabit bir noktaya esit uzakligi bulunan noktalar kiimesi.

Bu tanim acgik ve nettir. Tanimdaki sabit noktaya merkez adin1 veriyoruz ve gercekten de
cember lizerindeki noktalara yaricap adimi verdigimiz bir uzunluk kadar uzakliktaki



noktalardan olusuyor. Tanimdan “Diizlemden” kelimesini ¢ikarirsak kiirenin' tanimini elde
ederiz. O ylizden tanimdaki her bir ifadeye ihtiyacimiz var. Peki limitin tanimini bu kadar net
nasil yapabiliriz? Oncelikle bazi alistirmalar yapalim.

Problem 1:

y = f(x) = 2x + 3 fonksiyonunu ele alahm. 0 < y < 4 olacak sekilde bira < x < b
aralig1 bulabilir misin?

Cevap: Hem de bir siirii. Oncelikle oturup soruyu anlamaya calisalim. y = 0 olabilmesi i¢in
x = — 3/2 olmas1 gerekir. Ayni sekilde y = 4 olabilmesi i¢in x = — 1/2 olmasi
gerekir. Bunlar sinir degerler idi, farkli bir elemani da inceleyebilirdik.

[ = (= 3/2,— 1/2) aralig1 sorunun istedigi 6zelligi sagliyor. I araligindan bir eleman
secerek bunu saglayabiliriz. Ornegin x = — 1 alirsak y = 1 elde ederiz.

— 1 €1, 1€ (0,4) oldugundan istenilen durum saglandi. I araliginin herhangi bir alt
kiimesi de bu 6zelligi saglar. Bunun igin ] = (— 1, — 1/2) alalim. J aralig1 igerisindeki her
noktanin f altindaki goriintiisti (0, 4) araliginin i¢cinde mi? Evet. Dolayisiyla herhangi bir
problem yok. Bunun gibi sonsuz kiime bulabiliriz bu 6zelligi saglayan.

(Problem 1)
Problem 2:

y = f(x) = 2x + 3 fonksiyonunu ele alalim. Peki bu sefer 0 < y < 1 olacak sekilde bir
a < x < b aralig1 bulabilir misin? Aralik kii¢tildii fakat cevap yine evet! Hem de sonsuz
tane kiime bulabiliriz. Coziimii yukaridaki ile aynidir, okuyucuya birakilmistir. Bu durumda

L = (= 3/2,— 1/2) araliginin alt kiimelerinin istenilen 6zelligi sagladigini gézlemleyin.

' Aslinda kire elde etmeyiz. Hangi metrikten bahsettigimize gore farkli sekiller elde edebiliriz. Fakat
genelde belirtme yapmadigimizda Oklid metrigini anlariz. Yani standart 2 ve 3 boyutlu geometrileri...



N

A

(Problem 2)

Problem 3:

y = f(x) = 2x + 3 fonksiyonunu ele alalim. 0 < y < 0.0001 olacak sekilde bir

a < x < b aralig1 bulabilir misin? Aralik iyice kii¢iildii fakat cevap yine evet! Bu durumda
sunun sezgisini kazandirmis olmaliy1z: Araligi ne kadar kiiciiltiirsek kiiciiltelim 6yle bir
a<x < bbuluruzki0 <y < €olur. Aralig1 biiyiitiirsek nolur? Higbir sey, bu pek ilging
olmazdi.

Bu ii¢ problem igerisinde y’nin araligini ufalttigimizda sinir degerlerinin y’ye yaklastigini,
ayni1 sekilde x’in sinir degerlerinin x’e yaklastigini fark edelim. Bu bize limit tanimai igin bir
ipucu veriyor.



(Cozmemiz gereken soru su:

|ly — L| < eolacak sekilde 0 < |x — a| < 0 esitsizligini de saglayan bir § sayis1 var
mudir? Soru yine ayni, sadece sekil degistirdi. Yukarida 0 < y < 4 olan esitsizligi

|y — 2| < 2 seklinde yazarsak ve [ araligmida 0 < |x + 1| < 1/2 olarak diizenlersek
ayni seyden bahsettigimizi rahatlikla anlariz. Peki aralig1 kiigiiltmeyi nasil tanimlayacagiz?
Cevap basit: Kiigliltmeyecegiz! Ayni anlama gelen bir terim kullanacagiz.

Tanim

A C R, fiA— R bir fonksiyon olsun. Egerhere > 0 i¢cin0 < |x — a|] < 0§ ise
|y — L| < € O6nermesini saglayan dyle en az bir 6 € R varsa f’nin a’da bir limiti

vardir denir ve kisaca lim f(x) = L seklinde gosterilir. Tanimda x = a kosulunun
x—a
yasaklandigina® dikkat edin. Ciinkii x = a noktasi ile degil; x, a’ya yaklasirken neler oluyor

onunla ilgileniyoruz. Tanimda € degeri bariz bir sekilde kii¢iilmiiyor. Burada onun yerine V
(her) niceleyicisini kullaniyoruz. Eger bu 6nerme her € pozitif reel sayisi i¢in saglaniyorsa
kiigtik olanlar i¢in de saglanir elbette. Biiyiik epsilon degerleri ne olacak peki? Bu durum
bizim igin 6nemsiz olacak, ¢iinkii biiyiik epsilonlar i¢in ortada ilging bir sey yok. Ornegin

y = x fonksiyonu igin |[y| < 10000000000 sonucu veren |x| < & araliklarini bulabilir
misin? Elbette bulabilirsin! Dolayisiyla burada pek ilging bir sey yok. Dolayisiyla tanimda
kiiclik epsilonlar i¢in deltalar bulmaya calistyoruz. Boyle bir 6 her zaman olmayabilir. Bu
durumda limit yok deriz.
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Gorseli takip edin. Ve, 0 < |[x — 2| < & = |y — 2| < € Onermesini saglayan bir § var
midir? Cevap hayir! 0 < |y — 2| < ¢ ifadesini agalim:

-0+ e<x< e+ 2

Son esitsizlikte 2 < y < € + 2 olacak sekilde bir y segelim.

2 Clnk{ 0 < x-a olmak zorunda.
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Gordiiginiiz bu aralikta fonksiyon tanimsiz oldugundan higbir § sayisticin 0 < |x — 2| < 6
esitsizligi, [y — 2| < e esitsizligini gerektirmiyor. Dolayistyla o noktada limit yoktur.



