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1 X-Polinomlar

Diigiimleri ayirmak i¢in polinomlar1 kullanmay1 deneyecegiz. Amacimiz ise Oyle
bir polinom bulmak ki her diigim i¢in bu polinomlar farkli olsun. Bir an-
lamda diigiimler icin bir degismez tanimlamak istiyoruz. Bunu yapmamizin
¢ok 6nemli bir nedeni ise diiglimlerin bazen ¢oziilemeyecek kadar karmagik ol-
masidir. Eger iki diigiimiin polinomlar1 aynmi olursa denk olduklarini onlar:
¢ozmeden anlayabiliriz. Bu amagla ilk polinomumuzu tanimlayalim. O, ¢oziik
notu temsil etsin:

P(O):=1

Bu oldukga basit bir tanim oldu. Bir yerden baglamamiz gerekiyordu ve onu bu
sekilde sectik. Elbette bagka birisi bu polinomu P(O) = 2 olarak da segebilirdi
ama biz karmagik hesaplardan uzaklagmak icin 1 gibi basit bir say1 sececegiz.
Olabilecek en basit diigiime tanimimiz: verdigimize gore daha karmagik diigiimlerin
nasil tanimlanacagina dair tartisabiliriz. Karmagik diigiimleri bir sekilde ¢6ziik

hale getirebilirsek istedigimizi elde ederiz fakat Reidemaister hareketleri ile imkansiz

olabilir gogu diigiim i¢in. O halde daha az kesigim sayili bir diigiim elde etmemiz
i¢in diigiimii ikiye yarmamiz gerekecek. Boylece kesigim sayisini azaltarak ¢oziik
diigime gelebilir, en sonunda da yineli bir sekilde polinomu hesaplayabiliriz. Bir
kesigim, diyagramda iki sekilde belirebilir:

(a) Kesigim 1 (K1) (b) Kesigim 2 (K3)

" Peki ya, kirmizi diiglimiin saga yatik oldugu durumlar ne olacak?” dediginizi
duyar gibiyim. Geometrik olarak yine bu iki durum ortaya gikardi, nitekim
diigime bu sefer arkadan bakmig olurduk.



Simdi kesme iglemini yapalim. Kesigimin oldugu bolgeyi makasla kesip diigiimleri
agagidaki gibi tekrar birlestirdigimizi diigtinelim:
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(a) Vertical (V) (b) Horizontal (H)

Artik daha az kesigim sayili iki diigimiimiiz var. Burada olabilecek her
senaryoyu hesap etmemiz gerekiyor. Yani kirmizinin ve mavinin iistte oldugu
iki durum i¢in belli bir tanimimiz olmasi gerekiyor. Bunun i¢in polinom hesabini
ikiye ayiracagiz. Bir K kesigiminin (a)’daki gibi dikey kesildiginde olugan diigiime
Vi ve (b)’deki gibi yatay olarak kesilince olugan diigiime H diyelim. A, B poli-
nomun rastgele katsayilar: olsun. O halde K; ve K5 kesigimleri ile verilen yeni
polinomumuz:

P(K;) = A(P(Vk,)) + B(P(Hg,))
P(K,) = A(P(Hg,)) + B(P(Vk,))

olarak verilebilir. Buradaki ikinci esitlik, birincinin tipatip aynisi, sadece 90
derece dondiiriilmiis hali. Peki biz bu kesme iglemini yaparken tek basina
diigiimlerle mi ugragiyoruz? Hayir. Aym anda bu iglemleri bag adi verilen, bir-
den fazla diigiimden olugan bir sistem i¢in de yapacagiz. O yiizden Baglar i¢in
de bir kural koymamiz gerekecek. Oncelikle bu kesme igleminin bag yarattigim
kanitlayalim.

Onsav 1. Bir dugumi kesme islemini yukaridaki gibi tanmamlayalim. Bu kesme
islemi bize bir dugum ve bir bag verir.

Kanat. K, kesigimi iizerinden gidelim, kanit K5 icin ayni. Kesigimin devamini
agagidaki gibi resmedelim. Noktali kisimlar diigiimiin gériinmeyen tarafini ifade



ediyor. Noktali kisitmlarin nasil davrandigini bilmiyoruz, o yiizden diigiim ke-
sildikten sonra elde edilen diigiim veya baglar hakkinda da bir bilgimiz yok. Bu
sekil iistiinde kesme iglemini yapalim:

(a) Vertical (V) (b) Horizontal (H)

Goriildiigi iizere bu iglem bize bir bag ve bir diigiim verdi. Verilen bag, sekildeki
gibi ayrik olmak zorunda degildir elbette. O

O halde artik polinom tanimini baglar i¢in de yapmaliyiz. L herhangi bir
bag veya diigiim olmak iizere L U O, iki diigiimiin bir arada bulundugu durumu
temsil etsin. O halde bir C igin:

P(LUO) = C(P(L))

olsun. Polinom inga etme kismini buraya kadar tamamladik. Simdi bu poli-
nomun iyi tamimliligina bakalim. Yani denk digiimler igin bu polinom nasil
degisiyor. Bunun icin Reidemeister hareketlerinin iizerindeki etkisine bakacagiz.

Reidemeister Hareketleri: Diigiimiin belli bir parcasina agagidaki doniigtimler
uygulandiginda diigiimler denk kalir.
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(a) Birinci Reidemeister (b) ikinci Reidemeister (c) Ugiincii Reidemeister
Hareketi Hareketi Hareketi




Reidemeister hareketlerini hatirladiysak ikinci hareketin polinomdaki etki-
sine bakalim. Bunun i¢in su iki diigiimiin polinomunun denk olmasini istiyoruz:
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(a) Hal 1 (b) Hal 2

O halde "Hal 2”7 ile gosterilen kesigsime kesme iglemi uygulayalim: Sekilden
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takip ediniz. Sol yukar1 bagtan basglayarak oklari takip edelim. Hal 2’de iki
adet kesigim gézlemliyoruz. Once yukaridaki kesisime kesme iglemi uygulayalim.
Diigiimlerin altindaki turuncu c¢izgiler A katsayisini, kirmizi gizgiler ise B kat-
sayisim1 gosteriyor. Simdi A ve B katsayili yeni polinomlara karsilik gelen
diigiimlere kesme iglemi uygulayarak alttaki sekle ulagalim. Burada turuncu
parantez, iglem yapildiktan sonra A katsayisini soldan dagitacagimiz anlamina
geliyor. Aym sekilde kirmizi parantezde B katsayisin dagitacagiz. Ikinci satirdaki



soldan ikinci bilegende ii¢ adet bilegen bulunmakta, bunun i¢in yukarida tanimladigimiz
C katsayisini devreye sokacagiz. Hal 1 ve Hal 2 diigiimlerini sirasiyla S; ve S
diyelim. Hesabimiz sonucunda,

P(S1) = A(AP, + BCPy) + B(A(P(S,)) + BPy)

elde ederiz. Burada Pj, ara iglemlerdeki diigtimlerin polinomuna denk geliyor.
Bu hesabin sonucunun P(S3) olmasini istiyoruz. O halde,

P(Ss) = AP, + ABCP; + BA(P(Ss)) + B*P,

esitligi saglanmali. Polinom esitligi geregince B = A~! buluruz. Ayrica P;
polinomunun katsayilar: 0 olmali. O yiizden A2 + ABC + B? = 0 olmal. Son
esitlikte B yerine A~! yazarsak C = —A~2 — A? buluruz. Boylece katsay1
problemini de biiyiik 6lciide hallettik. Artik yeni tanimimiz soyle:

0) =

P(
P(K,) = A(P(Vk,)) + A7 (P(Hk,))
P(Ky) = A(P(Hk,)) + A7 (P(Vi,))

o P(LUO) = (—A~2 — A%)P(L)

Simdi bu yeni tanimi birinci ve liglincii hareketlere uygulamaya calisacagiz.
Bunun igin bu yeni tanimin ikinci hareketle bozulmadigi sonucunu kullanabili-
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Yukaridaki sekilden takip edebilirsiniz. Ikinci Reidemeister hareketinin poli-
nomu bozmadigindan yararlanarak kolayca tigiincii hareketin de bu tanimlar
altinda polinomu bozmadigini soyleyebiliriz. Fakat birinci tip Reidemeister
hareketinde ufak bir sikint1 var. Ornegin ¢oziik icin birinci hareket uygulanip
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(a) Hal 1 (b) Hal 1

polinom hesaplanirsa bu hesap tutmuyor. Hatta gorsellerdeki gibi denk diigtimler
icin 3 farkli polinom buluyoruz. Her bir polinom arasimnda —A~3 kadarlik bir
degigim gozlemleyebiliriz. Yani birinci hareket uygulanirsa iki denk diigiim
arasinda —A ™3 teriminin bir tam kuvveti kadar bir degisim oluyor. Artik poli-
nomu tanimlarken bunu da goz 6niinde bulundurmamizg gerekiyor.

Kolayca gozlenebilecegi iizere eger birinci tip hareket K; gibi bir kesigim
olusturursa —A2, Ky gibi bir kesisim olusturursa —A~3 kadarlik bir degisim
sagliyor. O halde diigiimdeki her K tipi kesisim icin polinomu bir kere —A~3
terimi ile, her Ky tipi kesisim ici polinomu bir kere —A? ile carpalim. Boylece
aradaki dengeyi saglamig olduk. Fakat bunu yapmadan 6nce diigime bir yon
verelim, zira kesigim tipleri ayni kalsa da yonlendirmelerle birlikte bakis acisini
sifirlayalim. Artik yeni tanimlar yapabiliriz.
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Ry Ry

Bu tamimladigimiz yeni say1, L polinomundaki her R; tipi yonli kesigim igin 1,
her Ry tipi yonli kesigim igin -1 eklenerek olugturuluyor. K bir diigiim olmak



lizere bagta tamimlamak istedigimiz diiglimiin polinomuna X (K) diyelim ve
X(K) = -A""")(P(K))

tanimini yapalim. Bu yeni polinom; ne birinci, ne ikinci, ne de tigiincti Rei-
demeister hareketleri ile bozulur. O halde X-polinomlari, diigimler icin bir
degigmez belirtir.



